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CAPITOLO I. 

GLI INTEGRALI DEFINITI E INDEFINITI. 



g 1. Definizione di integrale definito. — Si abbia 
una funzione f(_x) finita in tutto un intervallo da 
a a 6; ai divida quest'intervallo in altri « inter- 
valli parziali che chiameremo S, S^ . . , Z„ ; eia 
fr il valore delia funzione in un punto qualunque 
dell'intervallo S^ , o anche il limite superiore o 
inferiore dei valori di /" in V ; formiamo il som- 
matorio 

esteso a tutti g-li intervalli parziali. Tale Bomma- 
torio ha un valore finito, e avrà sempre un valore 
finito comunque noi facciamo crescere il numero 
n degli intervalli, facendo impiccolire ciascuno di 
essi. 

Se il limite dì tal sommatorio, quando ciascuno 
degli intervalli parziali impiccolisce indefinitiva- 
mente mentre il loro numero n tende all'infinito, 
esiste ed è indipendente dalla maniera colla quale 
si fanno decrescere le ampiezze degli intervalli, e 

Pascal, Calcolo integrale. 1 
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indipendentemente dalla scelta dei valori fr , allora 
esso limite si chiamerà l'integrale definito della 
funzione f (te) da a sino a b. I numeri a e 6 si 
chiamano rìapettivamente limiti inferiore e supe- 
riore dell'integrale definito, e il tratto da a sino 
a A si chiama cammino d'integrazione. L'inte(,'ra)e 
definito si rappresenta con una notazione speciale, 
e propriamente col sìmbolo 

\''f{x)dx; 



si premette cioè il segno / (che è una degenera- 
zione del segno della lettera S iniziale della pa- 
rola somma) e poi si scrive la funzione /"(ic), di 
cui si vuol calcolare l'integrale, moltiplicata per 
il differenziale d x della variabile indipendente. 

Perchè esiata il limite del sommatorio di cui 
si è parlato sopra, è necessario che la funzione fix) 
soddisfi a certe condizioni che considereremo nei 
paragrafi seguenti; inoltre perchè valga la data 
definizione di integrale definito, è necessario che 
la funzione fix) non sia mai infinita nell'inter- 
vallo da a a &, e inoltre che tali limiti sieno finiti. 

Occorrerà poi estendere la data definizione an- 
che nei casi in cui o la funzione diventi infinita 
in qualche punto, ovvero uno dei limiti d'inte- 
grazione è l'infinito. 

Riserberemo ad un apposito capìtolo lo studio 
dell'integrabilità dello funzioni; perora nei para- 
grafi seguenti supporremo (;he le funzioni di cui 
si tratta sieno sempre integrabili. 
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Definizione di inteffnilu definito. 



Secondo la definizione data calcoliamo l' integrale 
da n a 6 della funzione semplicisaima {x — e), cioè 



Dividiamo per BCmplicìtà l'intervallo da a a 6 
in 11 parti eguali; ponendo b — a = h, ciascuno 
degli intervalli parziali ^r sarà 



I punti di divisione degli intervalli saranno ri- 
spettivamente 



In ciascuno di tali intervalli parziali dobbiamo 
scogliere un punto in cui calcolare il valore della 
funzione; scegliamo tal punto proprio uell'estremo 
di ciascuQo intervallo; il sommatorio fondamentale 
resta dunque costruito così: 



:[,„-.,.(.-.. !).(„ 



che è eguale a: 



Il l ' ' 2 111 
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Passando al lìmite per 11 = 00 ei ha pel valore 
dell'integrale definito: 



-2- -"('-»*■ 

Come si vede, il processo del calcolo per questa 
vìa è certamente complicato dal punto di vieta pra- 
tico; per funzioni più complicate il calcolo del li- 
mite potrebbe riuscire praticamente impossibile. In 
seguito però noi mostreremo come, per mezzo di 
una proprietà fondamentale degli integrali delle 
funzioni continue, questi si possono calcolare me- 
diante le note nozioni e formole di calcolo differen- 
ziale; in ciò i due calcoli, differenziale e integrale, 
si uniscono eoatanzialmente fra loro. 

^ 2. Proprietà elementari degli integrali definiti. 
Forinola del valor medio. — In questo paragrafo 
fiaseremo alcune proprietà generali che risultano 
senz'altro dalla data definizione di integrale de- 
finito. 

1. 8e si invertono i limiti di inteffrazione il 
valore del nuovo integrale è eguale a quello del- 
l'antico ma col segno cambiato. 

Infatti eseguiamo, secondo la data definizione, 
la integrazione da a sino a 6, e poi l' integrazione 
in senso inverso da h sino ad a, E evidente che 
sia nell'uno che nell'altro caso possiamo formare 
gli stessi intervalli parziali 5,., solo che i valori di 
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questi, nei due casi dovranno coneiderarai di segno 
contrario. Onde tutti i termini del sommatorio del 
primo caso rinscirarmo tutti di segno contrario, 
sebbene del medesimo valore dei termini del som- 
matorio del secondo caso. 

2, È evidente inoltre la formoìa 



essendo e una costante. 

3. Se f{T) = J, allora l'integrale da n a & si 
riduce alla somma di tutti k^ì intervalli Sr, cioè si 
riduce alla lunghezza del cammiuo d'integrazione 
b-a. 

4. Immaginiamo che in tutto un intervallo 
da a sino a ^ una funzione bis integrabile, e sce- 
gliamo iti tale intervallo tre punti in un ordine 
qualunque a, 6, e. SÌ può facilmente dimostrare che 



M\r 



Infatti immaginiamo che e sia compreso fra i 
due punti a, b. Formiamo l'integrale da a a Z> 
giusta la detìnizione. Essendo a nostro arbitrio la 
scelta degli intervalli Sr, noi possiamo fare in ma- 
niera che uno dei punti di divisione sia proprio 
il punto e, e questo resti sempre punto di divi- 
sione in tutti gli stadii del passaggio al limite, 
essendo arbitraria la maniera colla quale gli in- 
tervalli 3/' si debbono far tendere a zero. 



Così facendo è evidente che il Bommatono 

resta scisso in due parti, una che va da a sìhd 
a e, l'altra che va da e sino a b; passando quindi 
al limite resta dimostrato il nostro assunto. 

So poi il punto e è esterno all'intervallo a, b, 
p. es. è a destra di b, allora per ciò che abbiamo 
dimostrato si ha 



;.f.r 



possiamo ricavare anche qui: 



5. Se f-'Hx) f(^){x)... sono famioni inte- 
grahili, sarà inteffrabUe la loro somma, e l'inte- 
grale di questa è. eguale alla somma degli inte- 
grali delle singole funzioni; in altri termini, il 
segno di integrale ìf invertibile col segno di somma. 

Formiamo infatti il sommatorio 
(1) --i,-lf'"i I fr'" ^■■i 

con cui si viene a costruire, col passaggio al li- 
mite, l'integrale corrispondente alla somma 
12) f<'>{x)-\-fii>ix) • 



■r.OO;;l. 
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Evidentemente quel sommatorio è eguale a 
(3) S S,. fr ti) -h S E^ /■,. m À- ... 

e avendo suppoato che ciascuna delle funzioni date 
è integrabile, e che quindi esistono i limiti di 

i8,. /■,.ai , S 0,. /;■ l*> , . . - 

esisterà anche il limite della somma di queste 
eaproasioni, e quindi possiamo conchiudere la prima 
parte del nostro assunto, cioè che la somma delle 
funzioni in numero finito è una funzione integ;ra- 
bile. Inoltre passando al limite nella espressione (3) 
che ti eguale alla {1), si vede che ciascuno dei 
termini di (3) diventa l'integrale corrispondente 
ad una delle funzioni /■"' f^^> ... ., e quindi resta 
dimostrata anche la seconda parte del nostro as- 
sunto. 

6. Possiamo infine ricavare una formola sul 
valore di un integrale definito. 

Immaginiamo di prendere tutti eguali fra loro 
gli intervalli Òr, e di conservarli sempre eguali fra 
loro in tutti gli stadi del paaaaffgio al limite; in 
altri termini dividiamo tutto l'intervallo i — a 
d'integrazione in un numero sempre maggiore di 
parti eguali. Allora ogni intervallo 5,. è eguale 

a , e quindi per la defini 






Capitolo I. — ■? 2. 



fVu: 



b —a 
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cioè: il rapporto fra il valore dell' integrale defi- 
nito e l'intervallo d'integrazione, può considerarsi 
come il limite della media aritmetica dei valori 
che la funzione prende nei singoli punti dell'in- 
tervallo totale. 

Di qui possiamo ricavare un teorema che ci sarà 
utile varie volte. Indichiamo con f e F riapetti- 
Tamente il limite inferiore e superiore della fun- 
zione nell'intervallo da a a, b. Allora è evidente 
che la espressione 



che 6 una media aritmetica non può essere minore 
di f né maggiore di f, e quindi avrà un valore 
compreso fra tali due estremi, valore che possiamo 
indicare con f+^(F — f) dove 9 è un numero 
compreso fra e 1. 
Abbiamo quindi la formola 



Se la funzione /'(a^)è una funzione continua, al- 
lora nell'intervallo acquisterà qualunque valore 
compreso fra il massimo e il minimo, o quindi 



L'integrale definito funzione dei limiti. 9 

esisterà nelV intervallo un punto in cui la funzione 
avrà il valore [f+^(F-f)]. Cbiamando 



tale punto dove al solito 5 è un numero com- 
preso fra o 1 possiamo scrivere l'altra formola 

's pel caso in etti f sia funzione continua 

''f(x)dx = {h-a)f[a-\-^{h ■«)). 



Questa formola si chiama la formala del valor 
medio, e, come faremo vedere a suo tempo, ha 
una relazione con quella trovata nel calcolo dif- 
ferenziale, e eimilmente denominata. 

§ 3. L'integrale definito considerato come fun- 
zione dei limili. La funzione integrale. - In un 
integrale definito lasciamo fisso uno dei limiti 
p. OS. il limite inferiore a e facciamo variare il 
limite superiore ciio chiameremo x, facendolo però 
variare in modo che nell' intervallo da a ad ^ la 
funzione data sia sempre integrabile. Allora è evi- 
dente che per ogni valore di a-, vi sarà un valore 
unico e determinato per l'integrale definito, il 
quale quindi potrà considerarsi funzione del limite 
superiore x. 

Ora noi vogliamo dimostrare prima di tutto che 
tale funzione è una funzione continua. 

Facciamo variare il limite superiore ìt, di una 
quantità h che poi faremo decrescere sino a zero- 

Formiamo la differenza fra i due integrali de- 
finiti, quello da n sino ad a; -|- A, e quello da « 
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sino ad x. Si hai 

I f{x)dx- I f(x)d^^\ f(a:)dcr. 

Per effetto del teorema del valor medio dimo- 
strato al § precedente, noi possiamo acrivece 



f{x]i^=hir+ii{F-fì\ 



dove f, F sono rispettivamente, il minimo o il 
massimo valore che la funzione f ha nell'inter- 
vallo da X sino &<]. a: + h. 

Essendo fix) una funzione sempre iìuita, il se- 
condo fattore del secondo membro della formola 
superiore non potrà che essere una quantità finita, 
e, diminuendo /», non potrà che restare sempre 
finito. Quindi il secondo membro della formola 
superiore, avendo per fattore A, tenderà a zero 
con A, e con ciò resta dimostrata la continuità 
della funzione integrale- 

Passiamo ora alla sua derivabilità. 

Dalla formola superiore si ricava 



r-r 



ììm- r-^— =ììm[f+i{F~fj]. 

h=o h h=o 

li primo membro non è altro che la formola 
che dà la derivata dell'integrale, quindi tale de- 
rivata esisterà o no, seeondochè esisterà o no il 
limite indicato dal secondo membro. 
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Supponiamo prima di tutto che la funzione fis") 
sia una funzione continua nel punto x. Allora si 
potrà sempre trovare un intervallo ìi tale che la 
differenza fra due valori della funzione in tale in- 
tervallo, e quindi anche la differenza fra il auo 
massimo e il auo minimo, sia minore di qualunque 
quantità assegnabile. Essendo quindi la espressione 
[/■ 4- 6 (F — /■)] non altro che un certo valore com- 
preso fra il valore, massimo e il minimo, e tali ya- 
lori, massimo e minimo, tendendo evidentemente al 
valore stesso della funzione in x, a questo tenderà 
anche qualunque valore intermedio, e quindi nel 
caso che fi,x. sia una funzione continua nel punto x 
possiamo dire che Iq. derivata della fumione. in- 
tegrale 



nel punto x è il valere della funzione f (x), che sta 
sotto il sei/no integrale tid punto x steso, cioè iu 
forinola : 



Similmente possiamo calcolare, sotto le analoghe 
ipotesi, la derivata dell' integrale rispetto al limite 
inferiore. Ricordando che 



r-r 
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e, applicando il teorema della derivazione rispetto 
al limite superiore, si ha 



da) 



-fi")- 



Nel caso in cui la fuazione non ò continua nel 
punto X, allora la derivata dell'integrale avrà nn 
valore diverso, e potrà anche non esistere. 

Si vede quindi che per le funzioni continue il 
problema dell'integrazione si riduce al problema 
inverso di quello della derivazione, ai riduce cioè 
e trovare un'altra funzione tale ohe la sua deri- 
vata sia proprio la funzione data. 

E di questo fatto fondamentale che noi ci ser- 
viremo in solito per trovare le principali formolo 
del calcolo integrale. 

§ 4. L'integrale definito in due casi singolari. — 
Nella definizione che abbiamo data nel § 1 del- 
l'integrale definito, abbiamo dovuto supporre prima, 
che la funzione reati sempre finita in tutto il cam- 
mino d'integrazione, e inoltre che i limiti d'inte- 
grazione sieno ambedue finiti. Ora vogliamo esa- 
minare a parte i due casi singolari in cui queste 
condizioni non sono soddisfatte. 

Supponiamo che la funzione diventi infinita in 
un punto, e per fissare le idee, supponiamo che 
diventi infinita proprio nel limite superiore b. 

Allora noi consideriamo una quantità piccolis- 
sima (, e l'integrale 

Go<«l. 
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il quale potrà calcolarsi secondo l'antica defini- 
zione, perchè, per ipotesi, io tutto l'intervallo da« 
sino a 6 — e (per quanto piccolo sia e ma diverso 
da zero) la funzione noD diventa mai infinita. 

Questo integrale riuscirà una funzione di e, e 
potrà avere un limite determinato per e = 0- Vo- 
lendo dare la definizione di 



noi faremo naturalmente in modo da conservare 
le proprietà più fondamentali della funzione inte- 
grale; p. es. la proprietà della continuità rispetto 
al limite superiore; quindi vieu spontanea l'idea 
di assumere come valore di 



il lìmite dei valori di 



per s = t>, nel caso che questo limite esista. 

Se poi il punto in cui la funzione diventa infi- 
nita non ò un punto estremo dell'intervallo d'in- 
tegrazione, cioè uno dei limiti, ma è un punto 
intermedio, allora, sempre nell'intento di conser- 
vare le proprietà generali degli integrali definiti, 
ai può procedere nel seguente modo : sia e il punto 
fra a, h (limiti d'integrazione) in cui la funzione 
diventi infinita. 
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Spezziamo l'integrale da. a a, b in due parti nel 
punto e, estendendo così la proprietà nota dejrli 
integrali ordinarii, pouendo cioè 



l=M' 



e definiamo ciascuno degli integrali del secondo 
membro colla formola già indicata. Per modo che 

infine avremo per definizione 



fb fc-^ rb 

I = lim I + lim I 



supposto naturalmente che i limiti indicati nel se- 
condo membro esistano. 

Se in luogo di un solo punto d'infinito ve ne 
fossero varii non vi sarebbe che applicare ripetu- 
tamente questi stessi concetti. 

E facile trovare la condizione necessaria è suf- 
ficiente per l'esistenza di tali limiti. 

,•6 -f 

Se deve esistere il limite di per e = o, giu- 

sta la teoria generale dei limiti, è necessario ed 
è sufficiente che dato t ai possa trovare un tratto 
di variabilità di e in modo che per due s compresi 
in tale tratto, Ej, Ej s'ì^ sempre in valore assoluto 



r- 
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Un' analoga coadizione può stabilirsi per gli altri 
cosi. 

Possiamo stabilire un tipo di funzione in cui 
questa condizione è soddisfatta. 

Immaginiamo che la funzione f{Xj nei punto /) 
diventi infinita ma sia tale che il suo valore asso- 
luto sia sempre inferiore o eguale al valore asso- 
luto di una funzione del tipo 

'{x — b,- 

dovG V è positivo minore di 1 e 9 {x) sia una fun- 
zione che nel punto b acquista un valore finito, e 
che in tutto il tratto da. a ab non diventi infinita 
in alcun punto. 

In particolare la f\x) potrebbe essere proprio 
di quel tipo. 

Sia allora M il limite superiore dei valori asso- 
luti di f{x) in tale tratto. Per le ipotesi fatte tal 
nnmero è finito. 

Sì ha dunque hi valore asKoluto 



-,f (x-h)- 

Questa disuguaglianza si ottiene ricorrendo di- 
rettamente alla definizione fondamentale di inte- 
grale definito, osservando cioè che, se si ha da 
calcolare l'integrale definito corrispondente ad una 
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fuDzione che è minore in valore aaaoluto di un'altra 
per qualunque punto del cammino d'intej^raztone, 
i diversi termini del Bommatorio relativo alla data 
funzione sono rispettivamente minori di quelli re- 
lativi alia seconda, e quindi V integrale corrispon- 
dente alla prima funzione sarà certamente minore 
di quello relativo alla seconda. 
Ora sarà dimostrato in seguito che (v. Gap. Ili, 

§1). 

Onde si vede che se v — 1 è una quantità minore 

di zero, cioè se i è minore di 1, allora ^ ■ _^ per 

B = tende a zero e quindi quell'integrale tende 
ad una quantità finita. Possiamo dunque conchiu- 
dere: 

Se una funzione integrtànle diventa infinita in 
un punto b, e Ìl suo valore assoluto si mantiene 
sempre inferiore o eguale a quello di MWti funzione 
del tipo: 

9 {-»•■) 

dove ^<!l, in cui cioè l'ordine dell' infinito è mi- 
nore di 1, allora l'integrale definito da a sino a b 
è una quantità finita. 

Immagioiamo invece che la funzione diventi in h 
infinita ma il suo valore si mantenga sempre mag- 
giore del valore di una funzione del tipo 
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dove ^1 > 1, e ^i (a) aia sempre positiva e non di- 
venti infinita in nessun punto nell'intorno di b, e 
nou diventi ^ero in b. In particolare la f{x) po- 
trebbe essere proprio una funzione di quel tipo. 

Sia iK il limite inferiore dei valori di <f (a') nel 
tratto da a a A. 

Allora sarà 



.f 



Ma,' come sopra, quest'ultimo integrale è 

che per v>l e per s^O tende all'infinito, dun- 
que il nostro integrale non tenderà ad alcun limite 
finito. 

Se poi v = l allora sarà in seguito dimostrato 
cho quell'integrale ha per valore 

m [log e - log {a - b)\ 

che per « = tende anche all'infinito. 
Quindi poBsiamo dire: 

Se una funzione diventa in un punto b infinita 
e il suo valore si mantiene maggiore di quello di 

oùc) 
un altra funzione della forma t-^ — tt dove v^ 1 
[.'c—by 

PiiSCAL, Calcolo integrale. 2 
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e f{x) è sempre jwsitivo, allora V integrale defi- 
nito da a. a h non ha un valore finito. 

PasBÌamo ora al caao io cui uno dei limiti ò 
l'infinito. 

Tenendo anche qui presente la proprietà fon- 
damentale della funzione integrale, di essere cioè 
una funzione continua dei limiti, abbiamo il mezzo 
di definire l'integrale 



r 



f^x)dx 



sto che la f(x) sia integrabile in qualunque 
tratto a cominciare da a sino ad un punto qua- 
lunque verso la parte positiva, o rispettivamente 
la parte negativa, secondockè si vuol calcolare l'in- 
tegrale da a SIMO a + oo, ovvero da a sino a — oo. 

Scegliamo un limite superiore qualunque x e 
calcoliamo l'integrale da a a ^, e poi calcoliamo 
il limite di tale eapresaione per x=^<x>. 

Se questo limite esiste, lo chiameremo il valore 
dell'integrale da a ad oc. 

Si ba dunque 



r=i™.r 



Anche qui può trovarsi la condizione necessaria 
e sufficiente per resistenza di tal limite. Ricor- 
dando la teoria generale dei limiti, ricaviamo che 
perchè quel limite esista è necessario e sufficiente 
che dato « piccolo a piacere si possa trovare un 
punto n tale che por due qualunque punti x' x" 
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compreBÌ fra a e Voo sì abbia sempre in valore 



r- 



PoBBÌaino dimostrare uà teorema che ha molta 
analogia con quello dimostrato sopra pel coso iu 
cui la funziono diventi infinita. 

Se la funzione da integrare diventa zero per 
aa =(3o, e propriamente in modo che il suo valore 
assoluto resti sempre minore o eguale al calore 
assoluto di una funzione del tipo 

tfe) 

dove V sia maggiore di \, e ^ (x) sia sempre finita 
e per x = <* abbia un valore finito diverso da zero, 
allora l'integrale definito da a ad a^ avrà un va- 
lore finito. In particolare la f(x) potrebbe essere 
proprio una funziona di quel tipo. • 

Sia M il limite superiore dei valori assoluti di 
tix), e si ha allora 



°f{x)da: = ]im {'f{x)dx 



.limPl^, 



= lim 



Ma, come abbiamo già detto sopra, 

C M ^ M \ 1 11 
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e, se V > 1 l'espressione del secondo membro teude 
ad un valore finito per j: = oo, dunque resta di- 
mostrato il nostro assunto. 

In simile maniera pu6 dimostrarsi che se fi'x) 
si mantiene sempre maggiorf, od eguale al valore 
lìl nìia funzione del tipo 



f(x) 



dove f(x) è sempre positiva, ce minore o eguale 
ad 1, anche, in particolare, è una funzione di 
questo tipo, allora l' integrale sino all' oo non ha 
UH valore finito. 

Nei paragrafi seguenti sarà fatto vedere, man 
mano che ne capiterà l'occasione, quali cangia- 
menti subiscono i teoremi fondamentali sugli in- 
tegrali definiti nei due casi singolari di cui ahhiamo 
qui trattato (v. p. es. il § 7 di questo Gap, I). 

% 5. Integrali indefiniti. — La definizione che 
abbiamo data di integrale definita suppone essen- 
zialmente la esistenza di due limiti d'integrazione 
determinati e fissi. 

Noi abbiamo visto che pel caso della funzione 
f{x) continua, il problema dell'integrazione siri- 
duce a trovare una funzione Fix) la cui funzione 
derivata aia proprio quella data. 

Ora di funzioui le quali abbiano per derivata 
/■(j:), ve ne sono infinite, e tutte, come si sa dal 
calcolo differenziale, differiscono fra loro per una 
costante; in altri termini trovata una di tali fun- 
zioni, se vi aggiungiamo una qualunque costante, 
si ha ancora una funzione della stessa specie. 
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Formiamo quindi la espresBÌone generale 



ai ha una funzione generale di x che bì cbiataa 
Vinteffrale indefinito della funzione data. In questa 
formola per a si intende un determinato valore 
numerico. 

Si chiama indefinito, volendo contrapporlo al- 
l'integrale definito in cui i limiti sono fiaai, mentre 
che in esso, da un certo punto di vista, i limiti 
possono considerarsi come mobili, dipendenti cioè 
dalla variabilità della costante arbitraria. 

Se noi Gonaiderìamo l'integrale definito 



e mutiamo il limite inferiore a, abbiamo l'inte- 
grale 



i eguale a 



^^f 



il secondo integrale non dipende più da a; e 
<iuindi è una costante rispetto ad x. 

Si vede quindi che, mutando il limito inferiore, 
il nuovo integrale deiinito è eguale all'antico ag- 
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puntavi uDa certa costante il cut valore dipende 

naturalmente dal nuovo limite inferiore scelto. 
L'integrale indefinito è una funzione di x, non 

dipendente più dal limite inferiore dell' integrale- 
Esso si indica col solo sìmbolo di integrazione 

senza alcuna designazione di limiti particolari. 
Conosciuta questa funzione, ae ne può dedurre 

il valore di qualunque integrale definito. 
Sia F{x) tale funzione, e se ne voglia dedurre 

il valore dell'integrale definito 

I f{!'')dx 

dove «■ P sono due numeri fissi. 
La F(^) è della forma 

Fix) = j'+c. 
Poniamo ar -= p e ai ha 



riP)=f- 



Fio 



^,^f-. 



e sottraendo queste due eguaglianze si ha: 



Integrali imlefiìiiti. 23 

e con ciò reata calcolato il nostro integrale de- 
finito. 

Si ha dunque che, dato l'integrale indefinito, 
per calcolare un integrale definito qualunque, 
basta sostituire nel primo, in luogo di x, il limite 
superiore, poi il limite inferiore, e sottrarre i due 
ristdtati. 

Ticeveraa, se è dato il valore di un integrale 
definito, non ae ne potrà in generale ricavare l'in- 
tegrale inilefinito, cioè la funzione di x. Avver- 
tiamo però esplicitamente che quando diciamo 
dato l'integrale definito, intendiamo che di questo 
è dato il valore numerico fra limiti numerici dati ; 
che non sarebbe più naturalmente lo stesso, ae 
di esso fosse conosciuto il valore fra limiti inde- 
terminati indicati p. ea. colle lettere a, b perchè 
allora quella conosciuta, funzione di a o di b, aa- 
rebbe casa atesBa, salvo il nome dello variabile, 
l'integrale indefinito. 

Prima di terminare questo paragrafo vogliamo 
mostrare che la relazione fondamentale fra gli in- 
tegrali definiti e indefiniti continua a aussistere 
inalterata anche nei due casi singolari di cui ab- 
biamo trattato nel § 4, cioè o quando la funzione 
sotto il segno integrale diventa infinita in un 
punto del cammino d'integrazione, ovvero quando 
uno dei limiti è l'infinito. 

Infatti la funzione f{x) diventi infinita nel punto e 
compreso fra ì limiti a, b dell'integrale definito 



I r ir) dee. 

[;;.i;Ki;,G00gle 
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Per de6nizione tale integrale sarà eguale a 
lim p 'fix)dx+ Uni f f(x)dx 

e se Fix) è l'iategrale indefinito, il primo dei 
due integrali sarà 

F(c - - F{a) 
e il ascondo sarà 

F{hì-F,c + i) 

Ora la funzione F{x) è una funzione continua 
anche nel punto e, supposto verificato le disugua- 
glianze fondamentali 



(» piccolo a piacere^ 

i. "' 



(senza di che non eaiste l'integrale definito da e 
a 6); onde 

lim F(c - = lim F{c -i- e') — F{c) 

e quindi l'integrale dato è eguale a 

F{b)-Fia) 
con che ei dimostra il nostro aesunto. 
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Supponiamo ora inoltre die uno dei limiti d'in- 
tef^azioDB sia l'iniìnìto. Allora per definizione e 
oonaervando le ateese notazioni ; 

i'" f{x)dx = lini r f(x)rix 
= \im^F{x')-F(a)\. 



Ma per la solita continuità della funzione Fi^j 
anche nel punto all'infinito si ha 

lim Fix') = F{'x>) 

dunque resta dimostrato il nostro assunto. 
§ 6. Trasformazione di un integrale semplice. — 

Si abbia un integrale indefinito (che chiameremo 
semplice per distinguerlo da altri integrali che 
studieremo in seguito e che chiameremo multipli) 

(f(x]dx 

dove fix) sìa una funzione continua. 

Si sa che la ricerca di tale integrale ai riduce 
alla ricerca di una funzione la cui derivata aia 
f(x), o anche, il cui differenziale sia fix) dx cioè 
la espressione che figura sotto iil simbolo di in- 
tegrale. 

Togliamo ora esaminare come si muta questo 
integrale se noi vogliamo mutare', con una data 
trasformazione, la variabile d'integrazione x. 
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Noi faremo vedere ohe l'integrale sì trasfor- 
merà in modo che sotto il simbolo f occorrerà 
porre ciò che rÌÈultn dalla trasformazione del- 
l'espressione differenziale f(x)dx- 

In effetti si ponga x^='^{y) e sia y la nuova 
variabile indipendente. Il calcolo dell' integrale bì 
riduce a quello di una funzione la cu! derivata 
rispetto & X BIS. f(jx ; quindi, la derivata sua ri- 



l'iotegrale colla variabile y, abbiamo una funzione 

la cui derivata rispetto ad y deve essere proprio 
questa ora scritta; cioè la funzione di integrare 
espressa in y h 

l'integrale quindi è 

Nel calcolo degli integrali la trasformazione 
degli integrali può essere assai utile; perchè è 
evidente che tanto più complicata sarà la ricerca 
di un integrale indefinito per quanto più compli- 
cata è la funzione che comparisce sotto il segno ; 
ora naturalmente potrà accadere che con oppor- 
tuna trasformazione di variabile indipendente, l'in- 
tegrale dato si riduca ad un altro meno compli- 
cato, di un tipo che sia già noto. 

Di questo principio avremo sposso occasione di 
servirci. 
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Si abbia per esempio da calcolare 
C dx 



Qui la funzione che sta sotto il f 
funzione trascendente. 
Poniamo 




quindi l'intesale diventa 
(' dy 
\\ — y^ 

e si ha cosi da integrare una funzione algebrica 
razionale, iuTece di una finizione trascendente. 

Se ora si tratti di un integrale definito fra i 
limiti a, h, il nuovo integrale nella variabile y, 
bisognerà naturalmente definirlo fra due limiti che 
corrispondono ai due dati. Mediante la relazione 
data 

« — ? i"?/) 

noi possiamo trovare qual valore di y corrisponde 
al valor a di lE, e qual valore di y corrisponde al 
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valore ò di x. Sieno a' b' tali valori di y\ essi do- 
vranno assumersi come nuovi limiti d'integrazione. 
Così nell'esempio dato, se l'Integrale rispetto 

ad X bisognava definirlo da ar ^= sino a a; == — , 

quello trasformato in y, bisogoerà definirlo da 
y'~\ sino ad y = perchè è facile verificare che 
si ,tia proprio una siffatta corriapondenza fra i va- 
lori di ■-» e di y. 

% 7. Derivazione rispetto ad un parametro. In- 
vertibilità dei segni di limite e Integrazione; inver- 
tibilità dei segni di derivazione e integraziene. — 
Cominciamo collo studiare l'integrale definito di 
una funzìoue che contiene, oltre la variabile d'in- 
tegrazione, anche un'altra variabile y. 

Per maggiore generalità supponiamo cbe i limiti 
d'integrazione sieno anche funzioni della 'votìb,- 
\>i\%y,a{y),h{y). 

La data funzione f(xyì sia continua rispetto 
ad ambo le variabili in un certo campo, e sieno 
continue ìe funzioni a {y)h(y). Allora prima di 
tutto ai può far vedere che l'integrale definito da 
x=^a(y) sino aA x^b y) è anche una funzione 
continua di y. 

Poniamo 

fbW 

?(.V)- f{xy)dx. 



Avvertiamo una volta per sempre che pei teo- 
remi di questo paragrafo e dei paragrafi seguenti, 
noi in generale non daremo che delle cotifiizioin 
sufficienti per la loro sussistenza, ma non necessarie. 
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Le condizioni puramente necessarie, se anche poa- 
sonò trovarsi, sono quasi sempre di una compli- 
catezza, che quasi inutilizza quei teoremi, per la 
difficoltà dell'applicazione ai casi speciali. Questa 
OBservazione capita contìnuamente in tutto il cal- 
colo in fin itesi male, come noi a suo tempo abbiamo 
avvertito (vedi prefazione del calcolo differenziale). 
Allora sarà: 

CHv+h) 

- I f{x,y)dx-'- I [A^,y*k)-f{x,y\\dx- 

5W al*-) 

-1 f.cc,y-\-U)dx+\ f[x,y-Vk,dx. 



Ora consideriamo: 

I f(x,y^k)dx. 

Essendo a una funzione continua di y si ha che 
la differenza fra a 'y + k) e a y, tende a zero col 
tendere di i a zero. 

Se per un momento indichiamo con F{X,y + k] 
l'integrale indefinito, si ha che l'integrale definito 
sarà 

F[a{y + k),v'rk\-F\a{y),y^-kl 

Ora per la continuità di F e pef un tje^ni^pmff^ 
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noto, bì ha 

~ [o (1/ + i)~ «MI -F'[o(» + •»),!/ + *! = 
= [o(, + 4) - a(,)l /■[«(,; + «H,!/ + il 

e per la contiiiuitii delle funzioni f ed a (y) pos- 
siamo sempre porre: 

f[a(y ^■^k),y + k] — f(a,y)'i-t 

esBondo e una quantità che bì può rendere piccola 
a piacere dimiuuendo opportunamente k, onde 



Analogamente 
I nx.y*k)dx^-Vbiy*k)-b(y)\\fib,y)^i] 

indicando semplicemente con a, h, i valori di queste 
funzioni nel punto y. 
Onde infine: 

9(y-t *) — ?(i') = 

-[«(y + t -a(y][f{a,y) + z] + 
+ [b(3, + k)-biy)][nb,y)+n 

Ora, supponendo la funzione f una funzione coìi- 
timm delle due variabili sey, por tutti i valori 
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" compresi fra i limiti d' integrazione, dato un 
f piccolo a piaoere, si potrà sempre tro- 
vare nn valore di k tale che, per ogni x compreso 
nell'intervallo d'integrazione sia sempre in valore 

a a so luto 

Ciò si ricava subito dal teorema di cui abbiamo 
disoorao nel § 9, Gap. I del calcolo differenziale, 
cioè che anche per le funzioni di pia variabili, la 
continuità semplice è contemporaneamente confi- 
nuda uniforme per tutto il campo. 

Si ha quindi che l'integrale 



r 



! minore in valore assoluto di 



cioè di 






la quale quantità può rendersi piccola a piacere 
diminuendo t. 

Sì vede quindi che tutti i termini det secondo 
membro della formola superiore sì possono rendere 
piccoli a piacere, e quindi il limite di esso è zero, 
cioè la funzione ? è continua. 
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Si ha dunque: .Se la funzione integramla è una 
■f unzione continua delle due variabili xy, allora 
il segno di limite è inrertiòile col segno di inU- 

ff l'ale. 

In forinola 

lini I f{xy)dx~ I lira f(xìi)dx 
y=v'-' J v=v' 

- \ f[a^y')dx. 

Supponiamo ora che le funzioui a iy) p (y) f{x y) 
oltre che coutinua, aieno anche derivabili rispetto 
ad y, e che inoltre la derivata fy sia continua 
rispetto ad ambedue le yariabili. 

Sì ha intanto 
f{x,y + k)-f{xy) = kryix,y + ltk) 
essendo 9 un numero compreso fra e 1, onde 

Ora per le ipotesi fatte si ha 

essendo *" una quantità che converge a zero per 
t ^^ 0, e inoltre, per la aolita ragione, che la con- 
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tinuità semplice è anche una continuità uniforme 
in tutto il campo, si ha che ai può trovare un k 
tale che per qualunque coppia di valori x, y <M 
campo, in quella eguaglianza aia sempre e"<ff 
quantità piccola a piacere. Allora per qualunque 
valore di y compreso nel campo e per qualunque 9 
compreso fra e 1 sarà aempre in valore assoluto 
r integrale 

f * f'yix,P + ^ k) d X 



differente dall'integrale 

ff'A^v)dx 



dì una quantità 



r -^"dx 

1 j dx-^Tib — a) 

ntità piccola a pia 
che il limite per i 
tato dal primo ter 
è 

J f'gixyjdx 



che è minore di 



cioè di una quantità piccola a piacere. 

Ciò significa che il limite per k=:0 dell'inte- 
grale rappresentato dal primo termine della for- 
mola superiore è 
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e quindi ai lia la forniola (passando al limite per 
i = 0). 

^'(y)^M f'!t(xy)dx ~f(a,y)a'{y) 

+ /■(*,»)«'(«) 

indieaado con w', a', h' le derivate delie funzioni" 
?, a, h. 

Se m particolare a, b non sono funzioni di y, 
ma costanti, allora la forinola si riduce semplice- 
mente a 

d e* i'^ li 



Come si vede dunque, nel caso in cui la fun- 
zione i soddisfi alle condizioni dette, cioè che 
essa e la sua derivata rispetto a y, sieno funzioni 
continue rispetto ad ambedue le variabili x, y, sks- 
siste il teorema della invertibilità dei due segni 
di derivazione e di integrazione- 

Questo teorema si chiama t^ teorema della de- 
rivazione sotto il segno. 

Dalla formola superiore possiamo subito ricavare 
le gifi note formolo di derivazione di un integrale 
definito rispetto ai limiti (v. § 3). 

Infatti basta supporre che f non contenga y, e 
che delle duo funzioni a (y), b {y) una sia costante, 
e l'altra sia la variabile stessa y. 

Si può notare che il teoroma della invertibilità 
di cui si è parlato sussiste ancora semprechè la 



rispetto ad un parametro. 



funzione rappresentata dall'integrale definito 



è una tal funzione di x y che ■per essa sussiste il 
teorema della invertibilità delle due derÌva:zioni 
rispetto ad X e y. 
Infatti si ha 



l'I 


8..8,-8.8!,J ^<'»'''^- 


'») 


l'or 1' 

Otì 


ipotesi fatta si l]a intanto 
8'F 8'F 
8»8.e ìxiy 





e integrando rispetto ad x si ha 

la quale formola dimostra il nostro assunto. 

Dobbiamo ora passare a considerare il teorema 
della derivazione sotto il segno, nei casì singolari 
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in cui o uno dei limiti d'iuteijrazione h l'infinito, 
ovvero la funzione integranda è infinita in qualche 
punto. 

In tali casi le condizioni poste non bastano più, 
e noi potremo aggiungerne delle altre, espresse an- 
che sotto una forma semplice, e che sono suffi- 
cienti per la validità, del teorema. 

Supponiamo prima che uno dei limiti d'inte- 
gra3Ìone sia V infinito, che cioè ai abbia da deri- 
vare l'integrale 

j"'f[x;/)dx. 

Noi abbiamo visto che in generale perchè un 
integrale definito sia funzione continua dì un pa- 
rametro y contenuto nell'integrando, basta che la 
funzione integ^randa sia una funzione continua di 
ambedue le variabili x , y. Ora una tal condizione 
non basta più se uno dei limiti è l'infinito. 

Per convincersi di questo basta ricorrere ad un 
esempio. 

Si può trovare che 

— -''—dx= „Tt 



per ogni valore finito di //; ma per y ^ eviden- 
temente essendo zero l'integrando, per qualunque a-, 
anche per x = 'x tutto l'integrale sarà zero, e 
quindi quell'integrale definito non resta una fun- 
. .- - senva: 
zione contmua di y, sebbene la funzione — — 

■X 

sia una funzione continua di ambo le variabili 
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QueBto esempio basta per intendere che nel caso 
in esame occorrono altre condizioni. 

Noi dimostreremo che nel caso in cui la fun- 
zione da integrare oltre che continua è tale che 
per x:=oo diventa zero algebricamente di ordine 
maggiore di 1, allora si conserva la continuità 
dell'integrale definito considerato come funzione 
del parametro, anche quando uno dei limiti è Vin- 
finito, e se poi lo stesso si verifica anche per la 
derivata di quella funzione rispetto al parametro y, 
allora si conserva il teorema della derivazione 
sotto il segno. 

Infatti nel caso in cui la funzione fi^y) per 
x=^<x diventa zero algebricamente di ordine mag- 
giore di 1, sappiamo (v. § 4) che l'integrale de- 
finito sino all'co ha un valore finito, e quindi che 
potrà sempre trovarsi un numero a tale che, scelti 
due qualunque numeri x' ^" fra a' e oo si abbia 
sempre che l'integrale definito da a/ a x' sia mi- 
nore di o, ovvero anche, scegliendo in particolare 



) f[xy)dx<'^ 
e quindi analogamente anche 

donde 

|'"[/'(.r, ;, + *)-/■(» ,,)]rf»-<2. 
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e quindi anche il limite di questo integrale per 

x"--=ao sarà minore di 2o, 
Ora 



^r 



Intanto per effetto della continuità della fun- 
zione f{xy) ai potrà sempre trovare un valore, 
di k tale che per o^i i, minore di eaao e per 
qualunque x sia aempre in valore assoluto 
\nx,y + h)-nxy)\<\ax,y + k^-f{xy)\ 

e allora fissato un tale k si potrà trovare il punto a 
per il quale sussiste la disuguaglianza 



e fissato così a' , si potrà poi diminuire ìl k in 
maniera che sìa anche 



e ciò per effetto della dimostrata continuità del- 
l'integrale definito fra limiti finiti. 

Si vedo dunque che si potrà senpre, sotto le 
ipotesi fatte, rendere piccola a piacere col dimi- 
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nuìre k la quantità 

f"'[f(x,y-\-k)~f(ù:i/)]dx 

con che si dimostra la continuità rispetto ad y 
dell' integrale. 

Supponiamo ora che anche f^ sia zero di or- 
dine maggiore di 1 per x —- «>. 

Allora per effetto della dimostrazione ora fatta 
ricaviamo che 



converge a zero col diminuire di /:; ma intanto 
ondo la differenza 

per ^-=^0 converge a zero, cioè 



tafaf^i+4^"^^., 



tim 



ohe è la derivata dell'integrale nspetto a ?/, è 
proprio eguale all'integrale della derivata; con 
ciò resta dimostrato il teorema della derivazione 
sotto il segno anohe nel caso in cui uno dei limiti 
è l'in&nito. , 
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PaBBÌatno ora all'altro caso sÌDgolare in cui la 
funzione sotto il segno diventa infinita in un punto ; 
per fissare le idee supporremo che dÌTenti infinita 
bel limite superiore. 

Dimostreremo il teorema: 

Se le funzioni f(r t/) e (' (xy) diventano in im 
punto X (qualunque sia Ìl valore di j compreso 
nel campo) infinite algebricamente dì ordine mi- 
nore di ì, e se inoltre sono continue rispetto ad 
ambo le variabili, allora sussiste ancora il teorema 
della derivazione sotto il segno. 

Infatti se fi è il punto d'infinito, nelle ipotesi 
fatte i due integrali 

{''f(o^y)d-x , |Vv(^,y + Oi)rf.T 

sono finiti per un qualunque y compreso nel campo, 
giusta un teorema del § 4. 

Quindi per i risultati dello stesso citato para- 
grafo l'integrale 

fb 

f'i/(^,y + ^k)dx 



B\ potrà rendere piccolo a piacere, opportunamente 
diminuendo e. Quindi anche il suo limite per /: = 
potrà rendersi piccolo a piacere. 
Intanto 

3yj ''t:-^)'^^-l.™J k ^'^ 

+ lim I f'y{x,y + Ok)dx 
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(applicando alla seconda parte il noto teorema del 
valor medio); e inoltre evidentemente, per effetto 
del teoreimi generale di derivazione sotto il sef^no, 
si ha che 






h) — f{xy', 



(/,r = 



perchè fra i limiti a, b ~t noti esiste alcun punto 
in cui la funzione diventa infinita. 

Si può dunque fissare s in modo che la diffe- 
renza fra 



r,l^y)dx 



sia minore di una quantità piccola a piacere; per 
s^O si ha dunque l'eguaglianza della 'derivata 
dell'integrale coli' integrale della derivata. 

Prima di terminare questo paragrafo vogliamo 
notare che il teorema della derivazione sotto il 
segno può servire alcune volte utilmente per la 
ricerca di certi integrali definiti ricavandoli da 
altri già noti. , 
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Così p. 63. si sappia die 

j'" dx ^ 

Applicando la derivazione rispetto ad y si ha 
evidentemente l'altra forraola 

J tì'- + fl:Y~4y 

e da questa riapplicando la derivazione rispetto 
ad ,v si potrebbero ottenere altre forniole. 

Inoltre c'& anche un'altro modo con cui appli- 
care il teorema della deriraiiione sotto il segno, 
per ricavarne il calcolo di intef^rali definiti. 

Si voglia p. es. calcolare 



J j^loga; 



Si puft osservare che x" log £C è la derivata ri- 
spetto ad K di ar"; quindi possiamo scrivere 



vm 



e per il teorema della derivazione sotto il segno, 
possiamo invertire il segno di derivazione col segno 
di integrale e scrivere che quell'integrale è uguale a 






C-xx-glc 
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ed evidentemente abbiamo cosi ottenuto una rile- 
vante semplificazione, perchè è naturalmente assai 
più facile il calcolo dell' integrale della funzione a^" 
che quello della funzione x" log x. Ed in effetti 
possiamo subito osservare che essendo ce" una fun- 
zione continua, il calcolo dell'integrale corrispon- 
dente si riduce al calcolo di una funzione la cui 
derivata sia ■■v", e d'altra parte tale funzione è 
semplicemente 

a T 1 



la cui derivata è proprio ■■ 
Abbiamo quindi 



.r--=È^]' 



; quindi 



§ 8. Invertibilità di due segni d'integrazione. — 

Nel § precedente abbiamo supposto che la fun- 
zione sotto il segno d'integrale contenga un pa- 
rametro y, e abbiamo studiata la derivazione del- 
l'integrale rispetto ad y. Ora consideriamo invece 
l'integrazione rispetto ad y dell'integrale dato. 
Posto, come nel § 7, 



?(,'/)=! fi:r.y)iìx 
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che è eguale e 






Una tale espressione ei chiama un integrale 
{ìoppio; noi in aegnito avremo occasione di dedi- 
care agli integrali multipli un capitolo epeeiale. 
Per ora vogliamo aolo rispondere alla domanda: 
Si può invertire l'ordine delle due integrazioni i* 
Questo problema è l'analogo di quello già trat- 
tato nel calcolo differenziale sull' invertibilità delle 
derivazioni. 

Si può far vedere che se i limiti a, b sono co- 
nfanti, cioè non dipendenti da y, e sono natural- 
mente anche costanti i limiti e, d, e se la funzione 
f(xy) è una funzione continua delle due varta- 
hili in tutto il campo che si estende, per x da a 
a h, e per y da e a d, allora si può invertire 
l'ordine delle integrazioni. 

E facile infatti far vedere che le derivato delle 
due eapressioni 

A= ì dy ^ dxflxti) 
li = ^\l.r^^''dyf{xy) 
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considerate come funzioni delle quattro quantità 
a, b, e, rf, sono fra loro tutte eguali; donde si con- 
chiuderà che le due eapresBioni A B nou possono 
che differire per una costante che poi sarà facile 
dimostrare eguale a zero. 

Facciamo p. ea. le derivate rispetto ad o. 

Nell'integrale A, la quantità a ò un parametro 
che compare nella funzione che è sotto il primo 
integrale che è quello da e a (^; e tale funzione 
che G poi 

\'' dxfixa) 



ò una funzione continua di a e di ;/ in virtù delle 
ipotesi fatte e dei teoremi noti ; e inoltre la deri- 
vata di questa funzione rispetto ad a cioè — f fa y) 
(v. § 3) è anche una funzione continua delle due 
variabili a, y. 

In virtù quindi dei teoremi del § precedente 
noi possiamo operare la derìvazione sotto il segno 
e otteniamo quindi 

da J a" ■' 



-'- dyfiav) 



Deriviamo invece B rispetto ad a. 

Essendo a il limite inferiore del primo integrale 
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che comparo in B bì ha 

|f=-[J^.A'^.4 



■ l'^dl/fiay) 



cioè ai ha Io stesso risultato di prima. 

Nella etessa maniera si possono riconoscere 
uguali le derivate rispetto a tutte quattro le va- 
riabili o, b, e, d. 

Le due espressioni A, B non possono dunque 
differire fra loro che per una costante C, cioè per 
una quantità che non dipende da nessuna delle 
quattro variabili a, b, e, d. Poneudo allora « = 6, 
tale quantità costante C non può che conservare 
il medesimo valore ; ma in tal caso sia A che B 
diventano zero, dunque è zero anche la loro dif- 
ferenza, cioè possiamo scrivere (7^0, e quindi 
A^B. 

Il teorema dimostrato ai suol chiamare Ìl teo- 
rema della integrazione sotto il segno. 

Besta ora ad esaminare i soliti due casi singo- 
lari di cui abbiamo trattato nel § 4. 

Esaminiamo se sussiste ancora il teorema del- 
l'integrazione sotto il segno, se uno dei limiti è 
l'infinito, o lo sono ambedue. 

Supponiamo che si veriiìchi la relazione. 

I d>j\ dxf{xy)=^ dx\ dijfixy) 
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qualunque sieno i limiti b, d finiti, ma grandi a 
piacere. Facciamo tendere uno di essi all'infinito, 
p. 88. 6, e supponiamo naturalmente che esistano 
limiti determinati dei due membri per i ^^ ao. Al- 
lora il secondo membro diventa senz'altro per le 
definizioni del § 4. 

dx I dyf{xy) 

mentre il primo membro lo indicheremo con 
rd rb 

Inn dy dxf(_xy}. 

Questa ultima espressione non può farsi eguale a 

(a (b fd /-co 

j dylim I dxf(xy)= dy 1 dxf{xy) 

almenochè non si possa mostrare che il segno di 
limite rispetto al parametro h è invertibile col 
eeg:no di 



Ora pei teoremi del § precedente tale inverti- 
bilità sussiste senz'altre condizioni, perchè sap- 
piamo che essendo finiti i limiti e, d, per tale 
invertibilità, cioè per la continuità dell'integrale 
considerato come funzione di b, basta che la fun- 
zione racchiusa sotto il segno di tale integrale 
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cioè ohe 

8Ìa funzione continua di 6 e y, il che efFettiva- 
iiiente si verifica. 

Eicaviamo quindi che se uno solo dei quattro 
limiti è Z'oo, allora Ìl teorema della integrazione 
sotto il segno sussiste, senza aggiungere altre con- 
dizioni sìdla natura della funzione data, salvo 
naturalmente quelle che si riferiscono all'integra- 
bilità sino al' limite <». 

Ma non è più lo stesso se due dei limiti sono 
infiniti, cioè se ai fanno convergere all'infinito 
sia b che d. 

Ed infatti nella relazione 

i'\l!/r dxf{xy)= j^dx j^dyfia;,/) 



se vogliamo passare al limite per d — so, il primo 
membro diventa esattamente 



f"'/" 



dxfli:y) 



ma il secondo diventa 
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che non è eguale a 

/co rd (oc, 1-» 

rffl^limt dyf(xy) = \ dx ^ dyf{xy) 

almenochè non ai verifichino altre condizioni. 
Sappiamo infatti dal paragrafo precedente che 

perchè un integrale I di una funzione di J e t 

sia funzione continua del parametro d, non basta 
più che la funzione sotto il sogno aia funzione 
continua delle due variabili d, x. 

Abbiamo trovata una condizione sufficiente per 
questo caso, ma tale condizione adattata al caso 
nostro non ci si presenterebbe sotto una forma 
facile. 

Possiamo invece tener conto di quest'altra con- 
dizione anche solo sufficiente, che cioè sussiste la 
inverlibilità se la funzione f (xy) si conserva sem- 
pre minwe in valore assoluto del valore di 

dove ^ (x) sia una funzione integrabile in un qua- 
lunque intervallo sino alV'x. 
Infatti in tal caso avendoai 

^"^ dx^'" dyfixy)^^'' dx. \''dyf{xy)-\- 
+ 1 dx \ dyf{xy) 

PxaOAL, Calcolo inttgralr. i '' 



50 Capitolo I. — § 8. 

e potendosi sempre scegliere b tale che il secondo 
termine del secondo membro diventi piccolo a pia- 
cere, (porche tal termine è minore in valore asso- 
luto di 

che tende a zero per b =^ oo), ai ricara che ÌI limite 
del primo termine del secondo memhro per b = 00^ 
k eguale al primo membro. 

Passiamo ora al caso in cui la funzione diventi 
infinita in un punto p. es. « = 6. 
Allora nell'eguaglianza 

dìj\ dxf(xy)= j dx \ dijfixy) 

passando a! limite per s = 8Ì ha 

I-li (h-i fb ra 

lim dy ^ dxflxy]--^ dx \ dyf{Ty) 

e nel primo membro, come già sappiamo dal § pre- 
cedente, il segno di limite non è invertibile col 
segno di iategrale, almenochè la funzione f{^y], 
oltre la continuità, non soddisfi ancora ad altre 
condizioni. 

Possiamo trovare una condizione sufficiente sotto 
la seguente forma: 

Sussiste V invertibilità delle due integrazioni 
anche nel caso in cui la funzione diventi infinita 
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in un punto x = b, se la funzione oltre alla so- 
lita condizione della continuità, si conservi poi 
nel suo valore assoluto minore di una espressione 
della forma 

dove f (y) sìa sempre finita. 

La di mostra zi Olio anche qui può procedere come 
quella di sopra osservando che 

[fiT'fL 

e che Delle supposte ipotesi il secondo termine 
del secondo membro tonde a zero coli' impiccolire 



Prima di terminare questo paragrafo vogliamo 
notare che ei potrebbe pasaare allo studio degli 
integrali doppi, non nel caso in cai i limiti sono 
costanti, ma nel caso più generale in cui i limiti 
della prima integrazione (quella rispetto ad x) sono 
funzioni della variabile y. 

Con ciò si farebbe la ricerca più generalo ana- 
loga a quella fatta a proposito della derivazione 
sotto il sogno. 

Ma di ciò tratteremo nell'apposito capitolo sugli 
integrali multipli. 

Vogliamo poi ancora notare un esempio in cui 
non si può invertire l' ordine delle due integrazioni. 



I. — S 8. 



Tale esempio è 



f d!/ j\ 



Facendo l' integrazione prima rispetto ad x e poi 
rispetto ad ;/ si ha per risultato 4- -, e si ha in- 
vece — — eseguendo le integrazioni nell'altro or- 
dine. Si può osservare che la funzione data & di- 
scontinua nel punto (* '= 0, y = 0). 



cGoot^lt^ 



CAPITOLO ir. 

l'integrabilità delle funzioni. 



§ 1. Prima forma detle condizioni di integrabilità. 
— Finora noi abbiamo supposto che le funzioni 
di cui ci siamo occupati nei vari teoremi dei pa- 
ragrafi precedenti erano tutte integrabili. 

Ora ci si presenta naturalmente il problema ; A 
quali condizioni deve soddisfare una funzioue per- 
chè sia integrabile fra limiti dati? cioè perchè, 
formato il sommatorio indicato nel capitolo pre- 
cedente con 

queato abbia un limite determinato e finito? 

Cominciamo coH'oaaervare che, per ciò che ab- 
biamo già detto nella definizione fondamentale di 
integrale definito, tale limite devo essere indipen- 
dente: 

1," Dal modo col quale gli intervalli 8,- si fanno 
tendere a zero. 

2." Dalla scelta dei valori /> in ogni inter- 
vallo 5,- . 

Ora supponiamo di fissare che ogni volta per 
valore di fr si debba scegliere il ìnoisimo o il 
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timtie superiore Lr dei valori che la funzione f(x) 
ha in tutto l' intervallo S,. eonipreai gli estremi ; 
allora il limite del sommatorio corrispondente 

sarà il valore dell'integrale definito; e ae invece 
scegliamo ogni volta per valore f,- , il minimo o 
il limite inferiore Ir dei valori di f in 3r , il li- 
mite dell'altro sommatorio 

sarà anche il valore dell'integrale. Per modo che 
la differenza dei due limiti cioè il limite della dif- 
ferenza 

lim :£ V [ Lr - l,] 

dovrà essere zero. 

Chiamando oscillazione della funzione nell' in- 
tervallo Sr la differenza (Lr — Ir), e indicandola 
con Dr , ai ha che 

lim - S,. Dr^o 

Dalla data definizione di integrale ci appare dun- 
que come condizione necessaria per la esistema 
del limite del sommatorio, che sia nero il lìmite 
della somma dei prodotti degli intervalli parziali 
per le osdllasioni che la funzione f fa in essi 
inter Dalli. 

Dimostreremo ora che tale condizione è anche 
una condizione sufficiente. 

Facciamo vedere che se 

lim - Sr A' ^ o ,- I 
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allora esiste il limite 

lira 2 fr S,. 

ed ha un valore indipendente dalla scelta degli 
fr e dalla lepge colla quale Ì S^ convergono a 
zero. 

Supponiamo in effetti che si considerino due 
diverse divisioni dell'intervallo totale; gli intervalli 
parziali della prima divisione aleno indicati con 
S, , . . S( . . . e quelli della seconda con S'i , ■ . 6'a . . . 

Queste due divisioni sieno fra loro indipendenti. 

Consideriamo come punti di una terza divisione 
dell'intervallo quelli che stabiliscono la prima in- 
sieme a quelli che stabiliscono la seconda, e gli 
intervalli di questa terza divisione chiamiamoli p; 
per modo che ogni S e ogni S' aarà la somma di 
un numero intero di intervalh parziali p. 

Sia 

V = pft+1 + fh+2 + . . . H- f-h+t 
e quindi 

fr V = fr fh+1 + ... + fr ph+t 

e chiamando 

fh+l , fh+2 . . . fh+l 

dei valori della funzione f negli intervalli fh + 1- .. 
ph + i, possiamo scrìvere identicamente 

fr K — ifk+i ph+ì + ... + fh+t ?h+t) + 
+ [(fr - A+i) eh+i + ... + (/>- fh+l) ffi+0. 
Ora le differenze 

fr —fh+l , ...fr— fK+t C.ooyk' 
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Bono differenze fra due valori di f nell'intervallo 
S,. , giacché ognuno degli intervalli fh + i .. .9k-\-i 
è sempre una parte deirintervallo 6,- ; quindi quelle 
differenze saranno certamente minori o al massimo 
eguali al valore della oscillazione in K cioè a 
quella quantità che abbiamo chiamata Dr ■ 
Ponendo dunque 

fr K = {A+i FH-i + . • . + A-h) + •" 

possiamo dire che in valore assoluto 

ui ^ [Dr pft+1 + Dr fA+2 -\- . . . -\- Dr pft+(] 



Formando quindi il sommatorio facendo variare 

l'indice r, abbiamo 

X /■, V - 2 /-ft pft + ii <„ 

dove abbiamo indicato con ^ fh f a il sommatorio 
analogo, in quanto al modo di formazione, a quello 
del primo membro ma formato cogli intervalli p. 
La espressione ^w soddisfa alla disuguaglianza 

2 (U ^ S È,. Dr 

e quindi, per le ipotesi fatte, converge a zero, 

8e ora rifacciamo le stesse considerazioni, ma 
partendo dagli intervalli S'g anziché dagli inter- 
valli S,-, otterremo la formola 

dove ^ I-' converge anche a zero. 



C.o<,glc 



Prima forma delle condizioni di integrabilità, bì 

Sottraendo si ha dunque 

^ f,. S,. — 2 /■g Ò's = S w ~ ^ <o' = Q 

(love U è evidentemente uoa quantità che converge 
a zero. 

Supponiamo ora che la seconda divisione, quella 
cioè che dà luogo agli intervalli 5', non eia pro- 
priamente indipendente dalla prima divisione, ma 
rappresenti uno stadio Buccesaivo alla piima di- 
visione; in altri termini che nel far tendere a zero 
gli intervalli parziali, in un precedente stadio, 
questi sono rappresentati dai 8, e in un seguente 
stadio, sono invece rappresentati dai 6'. 

Allora l' ultima fonnola trovata ci dice che la 
differenza fra i valori della espresBione 2/Vò,- in 
due stadi successivi si può rendere piccola a pia- 
cere; questa, come sappiamo, è condizione neces- 
saria e sufficiente per couchiudere che quella espres- 
sione converge ad un limite detenninato e finito. 
Keata con ciò dimostrato il nostro assunto. 

Si può ora far vedere che questo limite è indi- 
pendente : 

1) Dalla legge colla quale si è stabilita la 
ilivisione in intervalli parziali e si fanno tendere 
questi a zero; 

2) Dalla scelta dei valori /",- . 

Ed infatti dall'ultima formola ottenuta, supposto 
che gli intervalli S e 5' aieno fra loro assoluta- 
mente indipendenti, si ricava che 

6 quindi se esiste il limite del primo termine noi 
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possiamo acnyere 

lim 2 /V Sr — lini ^ fs S'a -= O 

doade concludiamo che esisterà anche il limite del 

secondo termine e sarà lo stesso del primo. Se poi 
inoltre stabiliamo un'altra legge per la scelta dei 

valori fr e formiamo SS^f^lD e supponiamo che 
esiste il limite - £)■ fy , possiamo subito dimostrare 
che esiste anche il lìmite della prima espressione 
e che è lo stesso dell'altro. Perchè evidentemente 
r 3,. /■,. - 2 B^ f^W — s a,, [f,. — /"..Ci] , 

ed essendo (f,- — fr <") la diiferenza fra due valori 
di /nell'intervallo ^r , sarà minore o eguale al- 
l'oscillazione Dr , e quindi 

:£ S^ f,. — 2 Sr frW :^ i Sr Dr 

cioè il primo membro, per le ipotesi fatte, con- 
verge a zero, e quindi, esistendo il limite di una 
di quelle espressioni, esisterà, e sarà lo stesso, an- 
che il limite dell'altra. 

§ 2. Seconda forma del criterio d'integrabilità. — 
Il criterio d' integrabilità trovato nel paragrafo 
precedente ci si presenta sotto una forma che nel- 
l' applicazione pratica potrebbe riuscire difficile; 
corcheremo perciò di trasformare quel criterio in 
un altro che sia di più facile applicazione. 

Se 

lim - 5|- Di- ^= 

vuol dire che possiamo rendere - ^r Dr minore 
^i qualunque quantità assegnabile '^ ; cioè possiamo 
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trovare uno stadio di impìcoolimento degli intei- 
valii S, tale che per esso e per tutti ì suecessivi 
stadi, sia sempre 

2 S,. Dr < <r 

Sia allora r la somma di tutti gli lEtervalli par- 
ziali uei quali 1' OBcillaziouc sia maggiore di un 
certo numero fissato a'. 

Sarà evidentemente 

T =' ^ i E,. D, < <: 



T< 



Lasciando dunque fisso o', e facendo diminuire 
<j, diminuirà il valore di t, cioè il limite di t, per 
un qualunque °' fisso, ò zero. 

Kesta dunque trovata come condizione necessaria 
per l'integrabilità che la somma degli intervalli 
parziali nei quali l'oscillazione della funzione si 
può rendere maggiore di una certa qualunque 
quantità assegnata, deve tendere a zero. In for- 
mala: lim T = o. 

Ed è facile dimostrare che questa è anche una 
condizione sufficiente. 

Perchè chiamando D la massima delle oscilla- 
zioni di f nei vari intervalli la cui somma è t, 
e osservando che in tutti gli altri intervalli l'oscil- 
lazione è minore o eguale a t', abbiamo eviden- 
temente la disuguaglianza 



£!.fl--.i) + l2'-T;.' c.ix.^sl^- 
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indicando con T tutto l' intervallo d' integrazione 
e quindi con T — ^ la somma di tutti gli inter- 
Talli che non compongono la somma t. Da questa 
relazione bì vede che, se t può rendersi piccola a 
piacere, cioè ee lim 1 = 0, poiché "' è arbitrario 
e quindi può farsi piccolo a piacere, anche il primo 
membro potrà farsi piccolo per quanto ai vuole, 
cioè converge a zero. 

Possiamo dunque conchiudere ohe le due con- 
dizioni espresse dalle due formole 
lim 'ih,Dr = o 
lim T = 

sono fra loro perfettamente equivalenti. 

§ 3. Funzioni integrabili e non integrabili. Ap- 
plicazione dei criteri dimostrati. ~ Applicando i 

teoremi dimostrati nei due paragrafi precedenti, 
possiamo trovare delle classi di funzioni integra- 
bili. E prima di tutto è facile vedere che ogni 
funzione continua è integrabile. 

Basta infatti ricordare i teoremi dimostrati nel 
Cap. I, § 8 del calcolo differenziale sulle funzioni 
continue- Ivi abbiamo fatto vedere che ogni fun- 
zione continua è anche uniformemente continua, 
e di qui ne abbiamo dedotto che data una fun- 
zione contìnua in tutto un intervallo si può divi- 
dere tale intervallo in altri intervalli parziali tali 
che in ognuno di questi l' oscillazione sia minore 
di una quantità "' piccola a piacere. Tenendo dunque 
presento il criterio del paragrafo precedente, pos- 
siamo dire che per le funzioni continue il numero 
■j può rendersi sempre zero, per quanto piccolo 
sia 5' dato, e quindi le funzioni continue sono in- 
tegrabili. 
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Sono anche integrabili le funzioni finite discon- 
tinue aventi un numero finito di punti di dis- 
continuità in ciascuno dei quali la funzione 
abbia naturalmente un salto finito. Queste fun- 
zioui si sogliono chiamare funzioni generalmente 
eoììtiniie. Jlicordiamo a questo proposito che per 
ana funzioue discontìnua in un punto a si chiama 
mito della funzione in a la differenza del valore 
della funKÌone in a, e del limite dei Talori della 
funzione avvicinandosi al punto «, supposto che 
tale limite esista. Che se poi questo limite è in- 
determinato allora per salto della funzione in « 
può intendersi la differenza fra i due valori estremi 
dentro i quali oscilla il valore della funzione eoi- 
l'avvicinarai ad a. So. come abbiamo supposto, la 
funzione è sempre finita, allora naturalmente il 
nalto della funzione è sempre finito. 

Per dimostrare ora il teorema enunciato, indi- 
chiamo con a, a.2 ...a,, gli n punti di discontinuità 
della funzione, e cireondiamoli con n intervalli 
piccoli a piacere. Se rf ò il massimo di tutti questi 
intervalli, la somma di tutti essi è minore di nd. 
In tutto il rimanente tratto dell' intervallo totale 
di integrazione la funzione è continua, e quindi 
si può fare la divisione in intervalli parziali tali 
che l'oscillazione in essi aia sempre minoro di una 
qualunque quantità fissata a'. Gli intervalli in cui 
dunque l'oscillazione della funzione potrà essere 
maggiore di 9' sono solo quelli attorno ai punti 
(li discontinuità; ma la somma di essi è minore di 
nd,ti può perciò rendersi piccola a nostro piacere 
perchè n è finito, e rf è arbitrario; quindi anche 
nel nostro caso il numero t può rendersi piccolo 
a piacere, cioè ha per limite zero. 
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Esistono poi anche altre classi di funzioni di- 
scontinue integrabili, e per troTarle occorrerà inol- 
trarci iu qualche considerazione sulle varie specie 
di discontinuità delle funzioni. 

I punti di discontinuità di una funzione possono 
formare un gruppo infinito di punti (t. Gap. I del 
Calcolo differenziale). Ora un gruppo infinito di 
punti può essere di due specie; pu6 cioè accadere 
che si possano racchiudere tutti i punti del gruppo 
ira intervalli la cui somma si possa rendere minoro 
di qualunque quantità assegnabile; ovvero questo 
non possa farsi. Nel primo caso il gruppo di infi- 
niti punti si suoi chiamare un gruppo discreto di 
punti., e nel secondo caso un gruppo lineare di 
punti. Questa denominazione di gruppo lineare 
vuol ricordare il fatto che per tutti i punti di un 
tratto di linea effettivamente non si verifica quella 
proprietà. 

Un esempio di un gruppo discreto di punti, è 
un qualunque gruppo avente un numero finito di 
punti-limiti (v. Cap. I, § 1 del Calcolo differenz.). 
Perchè circondando allora tali punti limiti con 
intervalli piccoli a piacere, al di fuori di questi, 
resteranno solo dei punti del gruppo ma in numero 
finito, e ciascuno di questi perciò potrà circon- 
darsi con intervalli la cui somma sia anche pic- 
cola a piacere. 

Ciò premesso diciamo ancora che una funzione 



discontinua si chiamerà una punteggìttta discon- 
tinua, se i punti di discontinuità formano un gruppo 
discreto; e si dirà invece una fttmione discontinua 
lineare se quei punti formano un gruppo lineare. 
Possiamo allora subito dedurre il teorema dì 



Funsioni integrabili e non integrabili. G3 

Riemaim: Una funzione punteggiata discontinua 
è integrabile. 

La dimoatrazionc può procederò esattamente 
come quella fatta sopra per il caso io cui è finito 
il numero dei punti di discontinuità, giacché anche 
per la punteggiata discontinua bì verifica la pro- 
prietà fondamentale che ci è servita per quel caso, 
che cioè tutti i punti di discontinuità possono rac- 
chiudersi in intervalli la cui somma può rendersi 
piccola a piacere. 

Un esempio di una funzione punteggiata discon- 
tinua può esser dato da una funzione cos'i definita. 
Abbia f{^) il valore 1 in tutti Ì punti del gruppo 

1 ^ ^ -^ ^ . 

'2' 3' 4' «' 

e il valore zero in tutti gli altri punti del tratto 
da ad 1. Una tal funzione' è intejjrabiie in tale 
intervallo. Applicando la definizione di integrafo 
definito, è facile trovare che il valore dell' inte- 
grale di una tal funzione è zero. Perchè infatti 
facciamo la divisione di tutto il tratto da ad i 
in intervalli parziali, e di questi distinguiamone 
duo specie, cioè quelli attorno i punti di disconti- 
nuità, e quelli che non comprendono quei punti. 
Quella parte del sommatorie 

^ fr Sr 

corrispondente a questi secondi intervalli è evi- 
dentemente zero, perchè fix) è sempre zero in 
qualunque punto di essi ; e la parte del sommatorie 
corrispondente invece ai primi intervalli avrà sem- 
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pre un valore minore o eguale al prodotto della 
somma di tutti gli intervalli, per 1 che è il valore 
della funzione nei punti di discontinuità. 

Ma la somma di tutti i primi intervalli può 
impicciolirai a piacere, dunque il limite del aom- 
matorio non può essere die zero. 

§ 4. Teoremi sulle funzioni integrabili. Integra- 
zione per serie. — Una domanda che ci viene 
spontanea sulle funzioni integrabili è la seguente: 
Componendo fra loro, con segni dì operazioni ana- 
litiche, più funzioni integrabili in numero finito o 
infinito, si ha una funzione integrabile? 

In quanto alla somma di due funzioni integra- 
bili, è evidente che essa è anche una funzione in- 
tegraUle e a questo risultato ai può giungere di- 
rettamente colla definizione di integrale definito, 
anche senza ricorrere ai teoremi di integrabilità 
sviluppati ia questo capitolo; ed è perciò che noi 
nel capitolo precedente abbiamo potuto già ser- 
virci di questo teorema. Ed infatti se si suppon- 
gono "s {x), i {x) funzioni integrabili e quindi che 
i due sommatorii 

hanno limiti determinati e finiti, avrà anche limite 
determinato e finito la somma di tali due somma- 
torii; e tenendo cura di scegliere i valori di o,- , 
fi- sempre nei medesimi punti, la somma di essi 
nel limite sarà precisamente l'integrale della somma 
delle due funzioni. 

Un poco più difflciio è invece dimostrare l'altro 
teorema : 
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Jl prodotto di due funzioni integrabili è anche 
tma funzione integrabile. 

Tnfatti cominciamo coli' esaminare l'osciliazione 
del prodotto ? (x) l (x) nell'intervallo S^ . 

Supponiamo per un momento che j valori di 
ts, 4- Steno sempre positivi per tutto il cammino di 
integrazione. 

Indichiamo con M-f, m>f i limiti, superiore e in- 
feriore, dei valori di 9 in Ò^ , e così analogamente 
con M,v,my, quelli di +, e con M^<i;mip,i- quelli 
relativi al prodotto f-^. 
Allora le differenze 

Mip — my, 
Mì/i — ffiy. 

Mlf\p JWy"; 

sono le oscillazioni di if, ■)', «pi, rispettivamente in 
5r . Essendo intanto positive tutte le quantità M, 
;«, possiamo senz'altro scrivere le disuguaglianze 

donde 

Mif'i- —■ m^.i, ^ Mif Mi/, ■—■ mip mip 

^ Mip (M>K — myj) + my, {M-p ~ 1%) 

e indicando con 0''')^ 1^, Z)!»"),,, Z)'''i'. le oscitla- 
KJoni delle tre funzioni ip 'f, <?, 4-, abbiamo 

e se in luogo di m.i. poniamo jtf"./. rinforziamo la 
dìsuf^uaglianza e quindi possiamo eerivere 

FISCAL, Calcolo intearaU. 5 
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Questa dieuguaglianza vale per un qualunque 
intervallo ò,. ; se dunque si indicano con M JM' 
i limiti auperiori dei valori di ?, i in tutto l'inter- 
vallo d'integrazione, e ae soBtituiamo in quella 
forinola, M, M' in luogo di Mif^Mxp evidentemente 
quella disuguaglianza si rinforza ancora, perchè 
M, M' non possono esaere minori di Mip, Mw ri- 
spettivamente. Abbiamo dunque 

A,/, ^Jlf />,/,('■) + Jtf'DvM 
e di qui ai ha 

Supposto ora le due funzioni date integrabili, 
tenderanno a zero le sommatorie 

per etfetto del teorema dimostrato nel § 1, e quindi, 
in forza della relazione dì sopra, tenderà a zero 
anche 

e quindi il |)rodotto ^'^ è integrabile. 

Abhiamo fatta questa dimostrazione facendo la 
ipotesi che le due funzioni ?, 1 sieno sempre po- 
sitive per qualunque punto dell'intervallo d'iute- 
prazione. Ma ò chiaro che dimostrata la coaa per 
quel caso resta dimostrato anche in generale, per- 
chè noi possiamo sempre aggiungere alle duu fun- 
zioni E-, i due costanti C,C' 
9 + C 

Googl. 
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abbiano sempre valore positivo; basterà perciò 
prendere C,C' maggiori dei valori assoluti dei 
limiti inferiori delle due funzioni ip, 4' in tutto t'in- 
tervallo dato. 
Allora il prodotto 

per le dimostrazioni fatte, è integrabile, e quindi 
sarà integrabile ancbe il prodotto <f l, che è e- 
guale a 

ii + C]{^ + G')~C'i-C'f- ce 

cioè che bì compone mediante la somma di fun- 
zioni integrabili. 

Vogliamo ora supporre che il numero delle ope- 
razioni non aia più finito, ma infinito, cioè p. e&., 
che si traiti di una somma di infiniti termini ognuno 
dei quali rappresenti uaa fnnzione integrabile. 
Entriamo cosi nel cosiddetto problema deW infe- 
f/razione per serie. Questo problema è analogo ii 
quello trattato nel volume primo e riferentesi alla 
derivazione per serie (v. voi. I, Gap. II, § 2). 

Immaginiamo data una serie convergente, i cui 
termini sieno funzioni integrabili di x in un in- 
tervallo da a a ^. Noi ci domandiamo: 

In quali casi una tal serie rappresenterà ìiiui 
funzione integrabile di a; e quando potrà farsi 
l'integrazione di tutta la serie facendo la somma 
degli integrali dei singoli termini i* 

Al solito noi non vogliamo le condizioni )j«j(t- 
mente necesstirie perchè questo accada; ci basterà 
solo trovare una condizioue sufficiente sotto una 
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forma facile, di uao frequente e di facile appli- 
cazione. , 

Noi dimostreremo il teorema: 

Se la serie data è una serie convergente in nguai 
grndo, e se tutti i suoi termini sono funzioni 
tegrabili, allora la serie rappresenta una ft 
ztone integrabile e l'integrazione si fa facendo 
la serie degli integrali dei singoli termini. 

Sia infatti 

f[_x) = uAx) +Mg(^J + ■■■ 

Indichiamo con Rn (x) il resto di questa serie ; 
si ha allora 

e per le ipotesi fatte sulla convergenza in ttgual 
grado della serie, la quantità H,, {jì) può rendersi 
minore di o per qualunque punto x. 

Dimostriamo prima che f{x) è inte^'rabile sup- 
posto che sieno integrabili i diversi termini u {x). 

Indichiamo con 

-Ori" A''^' . . . 
le oscillazioni dei termini 

nell'intervallo parziale ?,■ , che è al solito uno degli 
intervalli in cui si e diviso l' intervallo totale di 
intei^razione, mentre poi indichiamo con Dr^fi, 
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Ur^^ le OBcillazioni ài f a R nello atesso int^jr- 
Tallo Sr. 

Allora è evidente che il valore del limite su- 
periore nell' intervallo K della funzione f che è 
la somma di U] u^ ■ ■ ■ ^ non può superare la somma 
(lei limiti superiori di tutte queste funzioni; se 
queste p. es., hanno i loro valori massimi tutte nel 
medesimo punto x, allora e allora solo il maa- 
simo di f corrisponde alla somma dei massimi; 
ma in generale, non avverandosi questa specialità, 
il massimo di /'sarà minore della somma dei mas- 
simi; e così anche il minimo di f sarà maggiore 
della somma dei minimi. Onde abbiamo, indicando 
con M(f) , nnf] , itfC), «i'" , . . . JlP^, i»"'', rispettiva- 
mente i massimi e i minimi di f,Ui,. . . È: 
Min , ^ MW ^- Mi^ì -!■ . . . + M^^y 
m in S: mO) -1- m»> + . . . + ml«). 

donde sottraendo si ha 

Dr'f^ ^ Z)r*" + 7)^12) -I- . . . + Dy'^\ 

Se ora per qualunque x è in valore assoluto 

ff«(.^}<« 

è evidente che l'oscillazione di R non può supe- 
rare la quantità 2o, e quindi 

Dr f' :£ />r <" + i>r <^' + . . . -1- 2 T 

1 V Dr "'> s£ 2 V />r '>' + 2 Br Dr (3) + ... -I- 2 1 :£ 8,. 

e osservando che 1^,- = h -—a cioò è eguale a 
tatto l'intervallo d'integrazione, che tutte le som- 
matorie del secondo membro convergono a zerq^ 
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perchè abbiamo supposto che i termiDi «i (x), 
Ma (3;) . ■ . sono funzioni integrabili, e che t può 
rendersi piccolo a piacere, ai ricava che anche il 
sommatorio del primo membro può rendersi pic- 
colo per quanto bÌ vuole, e quindi che la funzione 
f è integrabile. 

E facile ora dimostrare infine che il suo integrale 
è la Bomma degli integrali dei singoli termini. 

Ed infatti formiamo 

1 f{x]dor. = [ u^{x)dx+\ u^[x)(l-x+...+ 



- {" Rn {X) d X 



dove nel secondo membro possiamo, appunto come 
abbiam fatto, distribuire il segno d'integrale a 
ciaHcun termine perchè il secondo membro è la 
somma di un numero finito di termini. 
Se noi dimostriamo che 
fb 

Rni^ìdx 



col crescere del numero n può rendersi minore di 
qualunque quantità assegnabile, cioè tende a zero, 
allora è chiaro che la serie degli integrali 



;i=oo fb 



. (ir) ri .T 



è una serie convergente e il suo valore è proprio 
it valore dell'integrale di fi'f). 
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Ora se Rn (^) può rendersi minore di « per qua- 
lunque X compresa nell'intervallo d'integrazione, 
è chiaro che quell'integrale 

\ R„(x)dx 
è in valore assoluto minore di 

cioè è minore di una quantità che può Impiccio- 
lirsi per quanto si vuole. Resta con ciò dimostrato 
il nostro assunto. 

Applicando il teorema ora dimostrato ad una 
serie di poterne, che, come si sa, (v. voi. I, Gap. I, 
§ 7) quando è convergente in un certo campo com- 
presi gli estremi, è anche sempre certamente con- 
vergente in ugual grailo nel medeeirao campo ma 
esclusi gli estremi, otteniamo il teorema: 

Una serie di potenze della variabile x, è uiui 
finzione integrabile, e il suo integrale si calcola 
facendo la somma degli integrali dei singoli ter- 



Pacciamo ora vedere come i teoremi dimostrati 
possono utilizzarsi per lo sviluppo in serie di alcune 
funzioni. 

Si voglia p. es., sviluppare in serie la funzione 
are sen x. 

Noi cominciamo coll'osservare che tale funzione 
può esprimersi mediante un integrale defluito. 
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Perchè aappiamo che la derivata di are stn x è 
1 

e quindi, per le cose note sugli integrali, poaaiamo 
scrivere 

dx 






supposto che la funzione sia definita in modo che 
per x^^o, sia zero. 

Ora per lo sviluppo binomiale (v, voi, I, Gap. Ili, 
§ 3) si ha (se ic*<7): 

^ "' , 1 s, 1-3 4 1.3.5 , , 

essendo qneatii una serie di potenze, possiamo al- 
lora effettuare l'integrazione per serie. È evidente 
che l'integrale di ogni termine è un integrale 
del tipo {ft meno dì fattori costanti) 

r.iii»dx 

e quindi egnale a 

perehì? infatti la derivata di ([uesta espressione è 
proprio «^" (v. Cap. I, § 3). 
Onde la serie degli integrali è 

\ x" 1 . 3 n^ , 
arcs««,r = ,. + - 3 +—- + ... 
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Si può osservare ohe questa serie è converireiitp 
aoche per x^^^l, sebbene allora la serie biiio- 
iniale da cui si è partiti non è più converjiente. 
La funzione sotto il segno integrale diventa allora 

^ infinita di ordine --, ina l'integrale resta finito 

lil suo valore è -t-|. 

Un bell'esempio di iutegrazione per serie ò 
quello dato da 

I log {1 — 2 p OOS ,T -|- p*. (/ ■'■ 

Essendo molto complicata la funzione sotto il 
segno integrale, non riuscirebbe facile eseguin' 
iiui direttamente l'integrazione; invece si può fnr 
vedere che se si sviluppa in serie la funzione, sì 
può poi fare l'integrazione per serie, e quindi ot- 
tenere il valore dell'integrale, sebbene sotto forma 
di serie. 

Un eeempio di una serie che non essendo con- 
vergente in ugual grado, non può dar hiogo iil- 
ì' integrazione per serie, ò dato da Darboux, ed è 

[ il cui valore è semplìoemente 

ree-'' 

Non entriamo ora nei dettagli di questa discus- 
sione che del resto sarebbe facile. 



CAPITOLO IH. 

CALCOLO DEGLI INTEGRALI INDEFINITI 
K DEFINITI. 



§ 1. Integrali indefiniti fondamentali. — Nei due 

capitoli precedenti abbiamo considerato le proprietà 
generali che derivano dalla definizione di integrale; 
pagaiaino ora alla parte pratica del calcolo inte- 
grale, cioè passiamo a rispondere a questa do- 
manda : 

Data una funzione come se ne può calcolare 
l'integrale indefinito? 

Nel calcolo differenziale il problema della deriva- 
zione si può risolvere in modo completo, supposto 
che nella data funziono entrino solo gli ordinarli 
simboli di operazioni analitiche; ma non è più lo 
stesso nel calcolo integrale; infatti qui, almenocliè 
non si tratti di tipi elementari di funzioni, noi non 
possiamo stabilire delle proprie regole d' integra- 
zione, ma il successo dipende dall' adoperare un 
artifizio piuttosto che un altro, e non sempre si 
riesce a trovare l'artifizio che fa giungere alla 
meta; oltre di che, mentre colla derivazione dei 
tipi ordinarli di funzioni si ottengono sempre fan- 
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zioiii che non escono dall'orbita di quei tipi, non è 
più lo stesso per l'integrazione; perchè integran- 
do gli ordinarli tipi di funzioni si ottengono alle 
volte funzioni che non sono più rappresentabili, 
come quelle da cui sì è partiti, con un numero 
finito delle ordinarie operazioni analitiche fatte 
sulla variabile indipendente, intendendo per ordi- 
narie operazioni analìtiche tutte quelle che capi- 
tano nelle matematiche elementari, cioè le sei 
operazioni fondamentali dell'algebra, e poi l'ope- 
razione logaritmica ed esponenziale, le operazioni 
trigonometriche e le inverse di queste. 

Per conviucersi che coli' integrazione si possa 
giungere a deUe funzioni nuove più complicate, 
facciamo la seguente considerazione. 

Noi sappiamo che la derivata di logx è — , e 

quindi ne deduciamo che l'integrale indefinito di 

-è logs, essendo — una funzione continua 

(t. Cap. I, § 3). 

Ora immaginiamo per un momento che la fun- 
zione logarìtmica non entri ancora nell'orbita delle 
funzioni che vogliamo considerare come ordinarie, 
e quindi non vi entri neanche la sua inversa, cioè 
la funzione esponenziale; è chiaro allora che col 
semplice processo d' integrazione della funzione 

razionale semplicissima — si sarà già introdotta 

la funzione logaritmica. 

Ponendo in una prima classe le funzioni razio- 
nali, in una seconda classe le funzioni irrazionali, 
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e in uua terza classe le funzioni trascendenti (tri- 
gonometriche e loro inverse, logaritmiche ed espo- 
nenziali), colla derivazione delle funzioni di una 
classe non si hanno mai funzioDi di una classe 
superiore, ma si hanno funzioni o della stessa 
classe o di una classe inferiore, mentre coH'inte- 
grazione si possono avere funzioni di una classe 
superiore. 

Nei paragrafi seguenti noi stabiliremo alcuni 
fondamentali artifizii di integrazione; ma intanto 
per ora dobbiamo stabilire le cosiddette formole 
fondamentali di integrazione. 

Oonaideriamo tutte le funzioni che abbiamo 
sopra distinte in tre classi; esse sono tutte fun- 
zioni continue, e derivandole si ottengono ancora 
funzioni continue. 

Ricordando ora che l'integrale indefinito di una 
funzione continua è una funzione la cui derivata 
è proprio la funzione data, noi possiamo stabilire 
alcune formole che saranno per noi le formole 
fondamentali. 

Dalle undici relazioni: 



1 Ju-''±\ 


^g^m (per m qualun- 


d!nm+\ 


que ma diverso 




da - 1) 


^■.-.'«-^ 


_ 1 


dx 


= e* 



= cosa; 
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,1 






5. 
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6. 


di 


tga: 








"COH^JF 












d 




1 


T. 


die 


ctga.- = 












d 




1 


8. 


die 


arcsenic = 








v/l-x^ 




d 




1 


9 


Ti 


arccoBj; = 


^ll x^ 


10 


d 


arctgx = 


I 




(Ti 


l + x^' 




d 




1 



ricnviarao nove forinole fondamentali: 

(per m diverso ( 
2. \^dx =\QgX 

X \ e^dx ~e^ 

4. I eoa xdx ^^ sen x 

5. I sen xd X ^ — eoa x 
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6. f^-<^-^ — tga; 

7. f -^''■^ =-ctg.r 

8. I ,-■--; d a 
= are tgx ^= — are ctg ic 



■l X=^ are sen iC = — are e 



/rrs-.- 



S'inteniìe che ai secondi membri di queste nove 
formolo si può a^rgiuiif^ere sempre una costante 
arbitraria, per la formazione completa dell' inte- 
grale indefinito. 

Dato che sia ora da calcolare l'integrale di una 
funzione che non comparisce in questa tabella, 
bisognerà cercare con opportuni artifizi!, di ridurre 
il calcolo a uno di questi già noti. 

Dì ciò saranno dati vari esempi nel paragrafo 
seguente. 

§ 2. Artiflzii di integrazione. Integrazione per 
parti. Integrazione per serie. — Si abbia da cal- 
colare 

i" dx 



che non è uno dei nove tipi stabiliti nel para- 
grafo precedente. 
Si ha 



■l> COB -ir -C 

2 C.i,i,;ilc 
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1 

sena; 



tg ■ 



Ora una funzione la cui derivata rispetto ad x 
ò quella contenuta in quest'ultima espressione, è 
proprio 

dun(iue possiamo conchiudere 

( dx X 

I — — — log tg -r^ + Costante. 
.'sena! " " 2 

Un metodo che si può adoperare frequentemente 
per la ricerca desili integrali definiti è lineilo così 
detto di sostituzione, e che consiste nel trasfor- 
mare la variahile indipendente in un'altra (v. Cap, 1, 
§ 6) in modo che la nuova funzione da iutegrare 
sia più semplice per l'integrazione che quella data. 

Naturalmente non possono stabilirsi regole per 
riconoscere quale sia la sostituzione da farsi, e il 
successo dipenderà sempre dalla maj^siore o minor 
pratica che si ha in calcoli di tal ffonere. 

Lo scopo della sostituzione sarà sempre di giun- 
gere ad un tipo di funzione ìl cui integrale sìa 
)^ià anteriormente noto, anche che qualche volfa 
la nuova funzione sia di una specie pia elevata 
che quella da cui si è partiti; che cioè p. es., la 
nuova sia una funzione trascendente, mentre che 
la data sìa algebrica. 
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p. es., l'integrale 




Jt4ì 




BtJtuzione 




a; := COS y 




srma in (v. Gap. I, § 6) 




J een y 




le coHBÌderazioDi fatte sopra è eguale a 



-logtg-|-+ Cost. 

ntegrale dato è 

— log tg ■- are cos x +■ cost. 

rO risultato può semplificarsi giovandosi 
rmole di trigonometria. 
i si ha: 

1 ""h 

te 2» = — J-- 

COS -^y 
2 een -^ j/ cos ^ i/ 
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eenv 




1 + cos;/ 




H-a! ' 


onde 


infine il nostro integralo è eguale a 




'"5 y^ + «»»'• 


Si abbia da calcolare 




e dx 



che noD è compreso nella tabella fondamentale. 
Poniamo identicamente 

dove a, b, e sono tre costanti da determinare. 

Sviluppando il quadrato e eguagliando i coeffi- 
cienti delle potenze di x si ha 

donde 

i = 4 
vi- 

e=,-e 

e quindi l'integrale dato resta intanto trasfor- 

Pascil, Calcolo itilegraU. S 



pitoio in. — .? 2. 



ra la sostituzione 



a 
ale diventa 



1 r dy 

a } y'^ + c 



nuova sostituzione (so e è positivo) 

-X. (J^ 

a^JcJ z^ + 1 
iitità negativa, facendo invece la so- 

y"\/ —c z 
dj/=^ — cdz 



caso l'integrale cui ci siamo ridotti 
compreso nella tabella fondamentale 
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e nell'altro caao è del tipo di an integrale ehe 
abbiamo già sopra calcolato. 
Si ha quindi per risultato, nel primo caao 

1 ^ 1 ax+h 

— '-.- are tg 2 = — Tiz are te — = — 
aU aSic U 



-=== log tg are cos -^ = 

a\ — e ^ 

= ■ ■ := lr,g tg are eoa - .^ . 

a'J — c 2V — e 

Potremmo coiitinaare a dare esempii di integra- 
zioni fatte col metodo delle sostituzioni, ma ci 
bastino per ora questi dati. 

Passiamo invece ad esporre i principi di un 
altro metodo che può rendere moltissimi servizìì 
nella pratica, intendiamo parlare del tnetodo tìi 
integrazione per parti. 

Siano u{x),v{x) due funzioni derivabili; per le 
regole di derivazione del prodotto si ba 



d :€ dx 

donde 



Facendo le integrazioni dei singoli termini e 
tenendo presente che l'integrale della derivata di 
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una funzione è la funzione stessa, si ha la forinola 
fondamentale 

, d u (t) , , , , , f , -.duicn) , 

■»^ — ^^'^■^ — "{x)v{x)— I t>ix) /■ ' àx. 

Fermiamoci un momento au questa formola per 
intendere in che modo essa può essere utile al 
nostro scopo. 

Si ahbia da calcolare l'integrale di una funzione 
continua /■(«). Noi potremo sempre immagrinare 
questa f^ scissa nel prodotto di due fattori, di 
cui uno lo chiamiamo m ix) e l'altro lo chiamiamo 
dv{x\ 
— — , cioè il secondo lo poniamo eguale alla de- 

nvata di una ignota funzione di x che chiamiamo 

Ciò fatto, noi possiamo con quella formola, ri- 
durre il calcolo dell'integrale dato, al calcolo di 
un altro integrale in generale assolutamente di- 
Terso dal primo, e che ^otrà essere più semplice, 
già noto. 

Noi possiamo fare in infiniti modi la decompo- 
sizione di cui si è parlato; ma naturalmente fra 
tutti questi infiniti modi noi sceglieremo quello (se 
esiste o se lo possiamo trovare) che soddisfa con- 
temporaneamente a queste due condizioni: 

1." Che si poBsa conoscere immediatamente 
la funzione v (x) ; 

2." Che la funzione 

sia [nii facile da integrare che la funzione data. 
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Anche qui tutto dipende dall'acume peraouale 
e dalla pert7:ia che si è acquistata Ìd sitFatta specie 
di calcolo. 

Alcuni esempi rischiareranno meglio la cosa. 

Si abbia da integrare 

I log a; d X. 

Consideriamo la funzione log x come il pro- 
dotto di 

log X . 1 

e il primo fattore Io chiamiamo u (x), mentre il 
, , .. . dv{x) 

secondo lo chiamiamo — -; , 

dx 
Balla relazione 



= logx 



li* — 1 

dx X ' 



Applicando la formola dell'integrazione per parti 
sì ha dunque 

I log -; d T — .-e log a: — \dx 
= xlog X — .-r + cosi. ,- , 

9 cosi resta calcolato l'integrale dato, '~ 
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Alcune volte non sì riesce a compire l'intefi^ra- 
zìone applicando una sola volta il metodo svilup- 
pato, ma applicandolo più volte di seguito. 

Diamo UQ esempio di questo caso. 

8i abbia 







1 x^ sen xda-. 






Scindendo 
fattori 


la 


funzione sotto 

dv 
sen x~-r- 


il 


segno 



/« 



si ha 

a;* sen a: d a; = — a * eoa a; + 2 1 « eoa -e d x 

Ora l'intcffrale del secondo membro neanche si 
Gonoace, ma evidentemente esso è più Bemplice di 
quello dato perchè l'esponente di a; ò restato di- 
minuito di un' unità. 

Applicando di nuovo rintejjrazìone per parti ai 
riuscirà al risultato finale. 

Infatti si ha colla solita formola 



1 3;cosa:da: = a: Bena; — 1 

'?.00;i|, 



seno; (2^ 
sen a + e 
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onde infine 

I a:^ Beo xdx^ — x^co&x + 2x sen a; +■ 

■^ 2 eoa x + cost. 

Nei paraj^rafi seguenti noi ci proporremo il pro- 
blema dell'integrazione di alcuni tipi speciali di 
funzioni, e per alcuni tipi anche abbastanza gene- 
rali potremo dare le formole generali di risolu- 

Ma quando la funzione data non è riducibile a 
neBSUDO dei tipi che si sanno integrare, quando 
cioè sono riusciti vani tutti i tentativi e gli arti- 
fizi! adoperati, allora non resta altro espediente 
che ricorrere aiVinteffrazione per serie la cui teoria 
noi la abbiamo sviluppata nel § 4 del Cap. U; si 
cercherà cioè allora di sviluppare la funzione in 
una serie che sia integrabile termine a termine, 
e si otterrà cosi il risultato espresso sotto forma 
dì serie. 

A questo proposito sviluppiamo il seguente esem- 
pio. Si voglia calcolare l'integrale 



j V 1 — k^ sen* ? 

Esso si suol chiamare integrale ellittico, e nelle 
mat«matiche superiori si studiano estesamente que- 
sti integrali che danno luogo a delle funzioni più 
elevate che le ordinarie funzioni trascendenti, me- 
diante le quali essi quindi non possono esprimersi. 

È naturale quindi che se li vogliamo esprìmere 
mediante le ordinarie funzioni, qualunque tenta- 
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tivo ed artifizio, deve riuaeire vano, e non si potrà 
che applicare l'integrazioQe por serie. 

Per non ridurre molto complicato quest'esempio, 
noi ci limiteremo a calcolare non l'integrale inde- 



La funzione Botto il segno sviluppata in serie dà 



+ 2^ i* sen* ? + 2 46 *:« sen* ? + . . . 

Questa serie è convergente in ugual grado, per- 
chè ponendo per Beno il suo massimo valore che 
è i, la serie dei maBsimi 

ò una serie convergente per t' < i, e quindi per 
un principio noto (v- Calcolo differenziale, Gap. I, 
§ 7) la serio in esame è convergente in ugual 
grado. 

Può quindi farsi l' integrazione termine a ter- 
mine e si ha 






sen* tf rf ? + 



Per giungere al risultato tinaie dovremmo quindi 



Artifizii di integrazione. 



conoscere un integrale della forma 
I sen^" ip rf ?. 

Uh tale iute^^rale lo possiauio calr:olare col me- 
todo d'integrazione per parti. 
Si ha 

I aen*' f d if ^ — aen-"'"* » eoa f + 

+ (2 n — 1 ( aen8«-B o eoa* ? (^ ? 

e ponendo 

eoa^ 9 =^ 1 — Ben" t 

e raccogliendo poi i termini simili, bì ha infine la 
formola 



2n— l /■ 

Con queata formola l' integrale corrispondente 
all' eaponente 2 n, si fa dipendere da quello cor- 
rispondente aireeponente^M—i;; applicando quindi 
ripetute volte queata formola, sino a che ci ridu- 
ciamo all'eaponente zero, possiamo ottenere il va- 
lore finale del primo membro. 

II calcolo ai aempUGoa, ae come abbiamo detto, 
vogliamo limitarci al calcolo dell'integrale definito 

fra ( 
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pi ice mente 

n „„ , 2n-[ fi .„^ , , 
I aen-" 'ì4<t=^ „ I seii-"--' fai-, 

e quindi applicando questa forinola n volte di se- 
f^ito si ha 

fr .. , (2n-l)(2»-3)...l n 

il qual valore sostituito nella serie di 

ci dy ^ 

J V 1 — k' sen* f 



% 8. Integrazione delle funzioni razionali. — I 

metodi iudicati nei capitoli precedenti servono a 
trasformare un inte{,'rale dato in un altro il cui 
calcolo sia in molti casi più facile. 

Ora supporremo che la funzione da integrarsi 
sìa di una specie particolare e propriamente sia 
una funzione razionale. Allora poesiamo effetti- 
vamente indicare un metodo generale col quale 
calcolare l'integrale in ogni caso, 8' intende però 
che la soluzione supporrà sempre in generale quella 
di un altro problema di una natura meno elevata, 
come p. ea., la risoluzione di un' equazione alge- 
""""Hca, risoluzione che praticamente potrebbe essere 
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difficile e anche inattuabile; il che però non toglie 
che dal punto di vista teorico il problema dell'inte- 
grazione resti considerato come risoluto. 

Supponiamo dunque una funzione razionale qua- 
lunque che sarà il quoziente di due funzioni intere 
F{_x) . . ... 

vy-r , che poBBiamo sempre immaginare prime 

fra loro. 

Divìdiamo il numeratore pel denominatore (sup- 
posto che il grado di .Fsia maggiore di quello di 
f) a ci riduciamo ad una parte intera più una 
parte frazionaria in cui il grado del numeratore 
è minore di quello del denominatore. 

In quanto alla parte intera, la sua integrazione 
si riduce ad integrare termini del tipo 



dove a è una costante; tali integrali si caicolaao 
colle regole note. 

La questione si riduce dunque ad integrare una 
funzione dal tipo: 

dove F, f sono prime fra loro, e i'^ è di grado 
minore di f. 

Siano M| a^ . . .ar le radici di f che supporremo 
per ora tutte reali e sieno rispettivamente nj n^ . . . 
Tir i loro gradi di molteplicità. Allora si ha dal- 
l'algebra (come faremo vedere alla fine di questo 

paragrafo) -che la frazione ., . può scomporsi 
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nella somma di tanto altre frazioni 
modo: 


nel seguente 


«-,1 i,(".-l 
(i-o.)".' (»-a,)"-' ■■ 


'-"• (1) 




x-ap ' 



dove le b sono costanti di cai alcune possono es- 
sere zero, ma certamente però sono diverse da 
zero le: 

Ai""' . V'' , ■•■ f>pi"f\ 

Applicando allora l'integrazione al secondo mem- 
bro, si vede che ci riduciamo sempre od integrare 
termini del tipo 






f {a; — a)»' 
<Jra i)er n -^ 1 tale integrale è 
log (x — a) 
e pei' n diverso da 1, esso è invece 

_ 1 1 

(n-1) (iK--a)»-i ■ 

H\ vede (luindi che in questa maniera resta com- 
pletamente risoluta la data integrazione e si vede 
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inoltre che il risultato non è che un assieme dì 
funzioni razionali e funzioni logaritmiche. 

Facciamo un'applicazione di questo metodo. 

Si voglia calcolare: 

/' dx 



Le radici del denominatore sodo tutte reali e 

x = 0,x = l,x= — l 
e sono tutte di molteplicità 1. Allora poniamo 

._- 1 ^+A^+^^ 

.r{l-a*) X ^ar-1 af + 1 

Per calcolare a, b, e, moltiplichiamo consecuti- 
vamente per x,x — 1, X + l,(t poi poniamo rispet- 
tivamente x^=0, x = l, xi=i~- J. 

Si ha così: 

onde infine 

j" (Ix _r^ 1 f dx l^ f dx 

.1 aT(1^3!')~ J X ^¥ji^n 2 J I + 1 

= log!t 

- log ' — f + C. 

[ ,Ki:,G00gltJ 
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Questo metodo ai può utilmente adoperare nel 
caso che tutte le radici adif eieno reali. Se alcune 
delle a sono immaginarie allora noi non poesiamo 
procedere nel calcolo, perchè tutte le considera- 
zioni fatte fin qui sul calcolo differenziale ed in- 
tegrale si riferiscono essenzialmente a funzioni non 
complicate con immaginari. 

Bisognerebbe prima di tutto cominciare ad esten- 
dere tutte le eonaìderazioni fatte fin qui al caso 
delle funzioni immaginarie, e si potrebbe effettì- 
vamentc dimostrare che operando sulle quantità 
immaginarie come se fossero quantità reali, si giun- 
gerebbe a risultati finali dai quali l' immaginario 
deve sparire, ed i risultati che così si verrebbero 
ad ottenere sotto forma reale sarebbero esatta- 
mente ì richiesti. 

Però è utile mostrare come anebe nel caso che 
alcune radici di f sono immaginarie si può con- 
durre avanti il calcolo dell' integrale senza intro- 
durre alcuna quantità imma^naria. 

Supponiamo perciò che f abbia la radice imma- 
ginaria {tt + ip) il cui grado di molteplicità sia 
n. Avrà allora anche la radice coniugata («—'•?) 
collo stesso grado di molteplicità. Quindi avrà per 
fattore 

Allora si sa dall'algebra (e noi lo faremo vedere 
alla fine di questo paragrafo) che la frazione 
Fix) 
y(~~T si può scomporre anche in un'altra maniera 
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diversa da quella rappresentata dalla forinola, (7), 
cioè si può scomporre iu una serio di termini 
di cui alcuni sono come in (i), e sono quelli cor- 
rispondenti alle radici reali di f, e altri sono del 
tipo 

cx + d 
(,r» + «^ + fi)" 
dove le radici di 

sono immaginarie 
Tutta la questione si riduce dunque a calcolare 
r cx+d 
J {x^+ax + hy '■ 

Se, come avanti, sono (" + »?),{« — »?) le radici 
del denominatore, si ha: 

a;* + ic + & := (x - «)2 + ^« 
e l'integrale diventa 

Questo integrale può scriversi identicamente 

J [^-.'i + M" ^ 

f (ic — ■) . . ( dm 

- ') [(.r - .■) + PI" <""• l" • "' J [0„ - ..j. H- 

11 primo di questi integrali colla sostituzione 
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-2 (!/' + 8')"- 



(.e »>I) 



^Xosiy'+ìf) (80 « = !). 



ndì a GODsiderare solo l'altro integrale, 
ila medesimii trasformazione in y di- 



, allora questo integrale è eguale a 

1 . y 

-p- are tg -p- . 
facciamo le seguenti altre trasforma- 
no che 

:v'+n— .!&■ + ?=)" ' 

f y'dy .,[ iy 
Jb' + PT 'ìd/'+ff 
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t facendo l'iotegr&zione per parti bÌ ha inoUre: 



dy_ 

~ 2n- 



J f dy 

«-2J (y' + P»,"-» 



i quale forinola combinata colla precedente dà 



+ 



(2rt-2)P»{y'*P*J' 



2w~3 f dy 
-j"*'(2n-2.p^J(y''.pV 



Si vede cbe colla sucoeasiva applicazione di que- 
sta forinola di riduzione, dobbiamo giungere (poi- 
ché M è un numero intero positivo) al calcolo di 
un integrale della stessa specie, ma dorè l'espo- 
nente di (y*-t-p*) è l'unità; un tale integrale si 
esprimerà allora mediante la funzione arco tan- 
gente, come abbiamo visto a opra. 

Resta così risoluta completamente l'integrazione 
della funzione razionale data, supposte natural- 
mente note le radici dell'equazione f{T):=o, e 
si è visto anche che può condursi il calcolo in 
ogni caso, sempre colla introduzione di sole quan- 
tità reali, anche se le radici dell'equazione f{x)=o 
sieno immaginarie. 

Come risultato di tutta questa ricerca possiamo 
dire: che l'integrale di una funzione razionale si 
esprime sempre mediante i soli tre tipi di funzioni, 
1." funzioni razionali, 2." funzioni logaritmiche, 
3." funzione arcotangente. Se nel calcolo non si 
Pascal, Calcola integra!*- T 
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IO introdurre le quantità complesse occor- 
■Hche le funzioni della terza specie; si può 
limitarsi solo alte due prime specie volendo 
arre gli immaginarli. 

la di termiDare questo paragrafo, ci occorre 
ir rendere più completa La nostra trattazione, 
aere i teoremi generali dell'algebra relativi 
scomposizione delle funzioni fratte razionali 
doni elementari, teoremi ohe sono il fondn- 
di tutti gli sTÌIuppi fatti in questo para- 

ideremo questa trattazione, che del resto ù 
«"te puramente algebrica, in vari sottopa- 

I Teoremi generali sulla decomposizione delle 
mi razionali fratte. Immaginiamo una fun- 
li cui il numeratore e il denominatore sieno 
alinomi in x 

F{x) 
f{x) 

adi j», « rispettivamente, 
il grado di i^è maggiore o eguale di quello 
li esegua la divisione dei duo polinomi, e 
ma parte intera Q (x) di grado m — n, e un 
K'x) di grado minore di «; allora può scri- 

na di tutto dimostriamo ohe questa scom- 
)ue in uua parte intera e in una frazionaria 
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non può farsi che ia un sol modo. Sìa: 

F^x) = ((p a;" -t- «, iC"-! + .., + «„ 
/•(.r) = io .r" + Jj a;»-i + ... + *,.; 

dico che in un sol modo si possono sempre tro- 
vare altri due polinomi Q (j-) di grado m — », e 
li (.^) di grado minore di n, tali che si abbia id-en- 
ticamente, cioè per qualunque valore di x: 
Fix) = Q{x)fi^} + B'_x). 
Poniamo : 

Q i^) -= ^0 3^"'*" + 9i X"-"-^ + ... + q,H-,i 
R {x) =--■ r„ x"-! + r, a;"-3 + . . . + r«-i . 

Allora si deve avere: 

«0 Xm + di iC'-l + . , . + ani = 

E poiché questa eguaglianza deve eussistere qua- 
lunque sia il valore di x, si ha che ì coefficienti 
delle diverse potenze di x nel primo e nel secondo 
membro debbono essere uguali e quindi si hanno 

le relazioni: 

= io ¥l + h ?0 

= Òj, gj -I- 6i jj -F ij q^ 

= 6o 93 + ^1 3ì + i? ?i + ''s 9o 



« = io ?">-"+ 6i?-H-ii-I-l- ...■•■ hm-nq^. 
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\am-n+2 = hiqm-n * t^qm -n-1 + ... * 6m-ii+B2o * 



\ dm — bn g'M^n + rn-l . 

Da questo quadro risulta che la prima catego- 
ria di formolo noTi contiene i coefficienti r, e con- 
tioue invece tutti i coefficienti g. La seconda ca- 
tef^orta contiene i coefficienti r ed ì coefficienti q. 

Inoltre dalla prima categoria di formole i coef- 
ficienti q si determinano in una sola maniera, 
perchè la prima di esse contiene solo il coefficiente 
Voi e quindi Io determina in un modo unico; la 
seconda determinerà poi in un modo unico il va- 
lore del coefficiente q^, determinato che sia q^'y ^ 
così di sei^uito l'ultima di quelle equazioni deter- 
minerà il valore di qm-». 

Determinate cosi tutte le q, le equazioni della 
seconda categoria determineranno in un modo 
unico le r. 

liesta così dimostrato che esistono sempre ì po- 
linomi ^C') e Ii(x) colle proprietà indicate e non 
si possono determinare che in una sola maniera. 

Dimostrianw ora il seguente teorema: 

Sia (x — a)" un fattore della funzione f (x), cioè 
sia a una radice di f (x) multipla di grado «. Al- 
lora la funzione irreducibile ■JT'^ ^' ^"^ sempre 
scomporre in 

F(x)^ A -Fi (gì 

fx) (^--a;- "^(■r-a;''-Vi(aTÌ 
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essendo A una costante, F, (x) un polimonio intero 
e f, (x) il quoziente di f(x) per (x — a)". 
Infatti essendo 

/■(i)-'«-o)«A'»), 
bì ba identicamente 
F(») fto) ^ ^ Fi)-^/ife) 

rw ■(»-»)■ A (») («-»)■(«-<■:■ f,(«) ■ 

Ora poBsiamo sempre scegliere la costante A 
in modo che 

FM-Af.M-o 

cioè possiamo porre A n^ale a 

?•, (») ' 
e allora la funzione 

F{x) -AfA^) 

avrà per fattore x — a, e quindi nel secondo ter- 
mine della formola superiore possiamo sopprimere 
un fattore a; — a « resta una funzione Fi (a) di 
grado m ~ 1, mentre al denominatore resta: 

(x — a]" ^fi [x)\ 

si è operato così la richiesta scomposizione. 
Da questo teorema possiamo dedurne un altro : 
Immaginiamo che tutte le radici di f'x) reali 

immaginarie sieno: , 
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molteplicità : 



1 la fi-astone può decomporsi ì 



} (.« — «)" (x — a,"- 

^ {x~ by ^{x- by-> 



/e A, B, . . . A, Bj . . . sono delle costanti. 
atti, tenendo presente la scomposizione diino- 
L sopra, e rjapplicandola alla frazione 






-aY-^f,[x] {x-ay-^ {x-a]''^f,{x) 

ieoondo termine applicando daccapo la for- 
di scomposizione, e sostituendo, e poi cobì 
guendo ai ha infine la dimostrazione del nostro 
ito. 

jsiamo osservare che i primi coetBcienti A, 
. non possono essere mai zero, perchè sap- 
1 che essi sono dati da 
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e doTrebbe essere i*'(a) = 0, cioè a essere unn 

F(r) 
radice di F(x)=^0 contro l'ipotesi che 7; ,- sia 

una frazione irriducibile. 

h) Metodi per effettuare la decomposizione nel 
caso delle radici reali. — Diatiaguiamo ora due 
casi fondamentali, cioè il caso ìq cui le radici di 
/"(ìT) aieno tutte reali e il caso in cui ve ne sia 
qualcuna immaginaria. 

Kel caso in cui tutte le radici sono reali distin- 
guiamo quello io cui sono tutte semplici e quello 
in cui ve n' è qualcuna multipla. 

Sia dunque in primo luon;oi 

f{.v) = ix-a)ix-b}...{.>:~D. 

Allora il teorema precedente ci dice che può 
porsi 

f{x} X — a X — b X — e '" X — l' 

ora vogliamo dare un metodo per trovare i valori 
dei coefficienti A,B,G..- 
Sappiamo già che posto 

f{x) = {x-a)n(x) 



f,{:c) = (,T~h;i.T'~c)...ix-l) 
^^ F[a) 
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facciamo la prima derivata di f, e si ha: 

f (x) = (ir - i) (« - ci . . . (j; - + 
aYx-c) . . . (x-l) • (r -a) {x-b} ...(x-l)* ... 

[a)^{a-b)a-c)...(a-D=^f,{a). 
deduciamo dunque seaz'altro in questo caso 
._F(aì „ Fib) 



siamo applicare questi risultati per dimo- 
una formola che può essere utile in diversi 

poniamo che F{a;) sia di grado n— 2 essendo 

li grado n. 

yta nella forinola di seompoBÌzÌone, moltipli- 



-»)(»-6)...(i-0 



F{xì = A(x - by(x- e). ..-1 
+ S(«-«)(!5 — c;...+ 



secondo membro il coeiGcìeate di a;"' 

a+b'+c-i- ... 
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intendendo che i! segao £ si debba estendere a 
tutte le n radici di f{x) = 0. 

Intauto in F{i) il coefficiente di ìb"-' è zero, 
onde pOBBÌamo scrivere : 

Passiamo ora a cedere come si calcolano i coef- 
ficienti A, Ai Ai... B, B,, B, . , . del caso generale. 

Naturalmente msì si potrebbero determinare col 
procedimento tenuto in a) ; ma questo metodo sa- 
rebbe lungo, e noi vogliamo trovare delle formole 
che ci possano dare i valori delle A mediante le 
derivate di Z' e i"". 

Partiamo dalle formole 

._-p(«> , _-f.(») 



F,(x) = 


FW- 


■Af,l,) 


F,W- 


-AfA") 


X 


-a 



Essendo 
si ha derivando colla formola di Leibnitz 

f W = »!f,C») + "";-(=«-»)/■■, W + 
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;'"fi(,7>(«.l,If,H.^-^^^^^(:r-«)r.W + 



e per x^a si ha 

Ora derivando BUCceaBivamente le forinole 

(.■-o)F,(»)-f,w-Ar,w 

si ha 

F, (i) + {x-a)t \ (»)-*■' (x) - A f, (!) 
F, M +ix-a)f', 'x) - F\ fe) -/!,/■', tx) 

2 F', W +\x-a)F;i.x)-F" (li - ^ n W 
21", (») + (i - o) F'', f«) = -F", («) - ^, A tei 
e per ^ = a si ha: 

J?,(o; = P(«)-^/"i(ol 
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F, (a) = F', (o) - A, f\ (a) 
_ F"(a) — Ar,(t') 



Atf'M 
A, 



Sostituendo Delle espresBioDÌ che danao i valori 
di A, Al, Aa . . . ai hanno le richieste formole dì 
ricorrenza: 



j' («) - (7^ /•"+' (o) - ^, f («; = 



la cui legge di formazione è evidente. 

e) Decomposizione delle funzioni fratte nel 
caso in cui il denominatore abbia radici imma- 
ginarie. — Nel caso in cui fra le radici di fi^) 
ve ne siano alcune immaginarie, allora si potrebbe 
anche effettuare la decomposizione operata nei 
paragrafi precedenti, ma allora Io formole verreb- 
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complicate con immaginari, e bì avrebbe una 

nposizione immaginaria. 

rò in questo caso si può fare un'altra decom- 

ione, che è quella che noi passeremo adesso 

iporre. 

le decomposizione riaulta dal seguente teo- 

(x' ■{- p X + g) è un fattore del denominatore 

cioè 3Ì abbia 

ha identicamente 

I ^ Px+Q -Fi C^) 

{v^+px + q)» '^(.X^+pX^q)''-^fA') 

do P, Q dite costanti, e Fi (re) tina nuova fun- 
'. infera. 
Fatti BÌ ha: 

F{x) Fj^) ^ 

fl^)"{^ + px + q)''f,{x) 
Px + Q ^ F(x)-{Px-\-Q)f,Ì,r) 



{X* -\-pX + qy ^ («» + /) X + q)« U (^O ' 

a possiamo determinare le due costanti P, 
lodo ohe 

\ per fattore a^* + /)a: + g; giacché sieno 



C.o<,glc 
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le due radici di 

allora dere essere 
F[^ + ip)-[P{^ + iP) + 91 /•.{« + »?) ==0 

donde : 



P(=.±JP) + e=: 



/'(■iif) 



e calcolando il secondo membro che sarà in g:e- 
nerale della forma: 






-f 



Per i valorì dì P, ^ così determinati sarà 

F(^) - [Px + Q) /■, (.r) = (x^ + px + q)F, {X) 

e quindi resta dimostrato il nostro assunto. 

Colla BueoessiTa applicaeione di questo teorema 
^ Tede, asalogamente. come in a), che si ha la 
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laizione 

Px-i- Q fi^i^i _ , 

'{x^+px + q)» (x^^-px + qy-l*-" * 
Pn- ix + Q „.i f^C-r) 

fficienti P, §, Pi, Qi,,.. sono determinati 
lazioni : 

è una delle due radici di 
X^ + pX + q=:0 
.^alif.'f- sono definite dalle formolo: 

x + q)Fs {x) = Fi {x) ~{P,x + Q,) f, (.-t) 



I. di abbandonare questo argomento è utile 
e che Del caso in cui le radici immag^i- 
f sono semplici e non multiple, allora 
decomposizione si può ricavare facilmente 
ima decomposizione. 

L sieno k, k' le due radici immaginarie 
;e di x--ìrpx + g; allara facendo la de- 
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GompoBizìoue col primo metodo si hanno le due 
frazioni: 



■— k x — k' 



dove 

Fik) 



E 



riunendo in una le due frazioni si ha: 
(R + Bì.v—(Bk''Rk) ^ (E'R')x-(BK'n'k ) 
(x — k'jx — tc'') x^+px+g ' 

essendo k, h' due numeri ìmmaginarìi coniugati, 
anclie U^W saranno immaginari! coniugati, e quindi 
anche £&, fì't, onde: 

« + jt' 
B.K + B<k 

saranno certamente numeri reali, perchè sommo 
di numeri immaginarii coniugati Inoltre ponendo 

;-,-,- sotto la forma 
A (4) 

i = a+«P , 4' = »- i?, 
si ha: 



R = - 



M-Ni 



Coo^k 



Capitolo III. — § 3. 



onde 


>■?) 


.«■-A'y=g. 





§ 4. Integrazione delle funzioni irrazionali. Inte- 
grali binomii. Integrali ellittici. — Mentre nel caso 
delle funzioni razionali noi abbiamo potuto risol- 
vere completamente il problema dell'integrazione, 
non poasiamo più fare lo ateaao nel caso dello 
funzioni irrazionali. 

Per questo dobbiamo limitarci a considerare 
solo dei tipi speciali, e vedere se è possìbile, e 
come, asseg^nare per tali fipi il metodo generale 
di risoluzione. 

Uno dei tipi piii facili di funzioni irrazionali 
è quello in cui compariscono varie potenze fra- 
zionarie della variabile x; quello cioè di una fun- 
zione 

/■(«", X? , xY ...) 

dove «, (*, Vi ■ • ■ sono dei numeri qualunque razio- 
nali frazionarii. La funzione fk così effettivamente 
una funzione irrazionale di 'X'; ma con una sem- 
plice trasformazione possiamo subito ridurci al 
caso delle funzioni razionali- 

Sia in effetti <*■ il mìnimo comune multiplo di 
tutti i denominatori delle frazioni >, ^, Y . . ■; allora 
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i prodotti 

saranno tutti numeri interi. 
Poniamo 

e quindi 

x" :=■ y!'" , wl^ = yi'^ , . . . 

Con questa sostituzione si ottiene una funziono 
in 1/, ina in cui gli esponenti di y sono tutti nu- 
meri interi; si ottiene cioè una funzione razionale 
in y; siamo cosi ricondotti al caso già considerato 
nel paragrafo precedente. 

Consideriamo ora un integrale del tipo 
{f{x., ^l'B)dx 

dove R sia un polinomio dì 2." grado in ^7', cioè 

R = a-\-2hx + cx^, 
e f rappresenti una combinazione razionale di 
X e ài \ì R. li& f h naturalmente una funzione 
irrazionale di t, e l'irrazionalità proviene dal ra- 
dicale di 2." grado \l E. 

Facciamo delle trasformazioni preliminari per 
mostrare eome,a meno di trasformazioni algebriche, 
l'integrale dato può comporsi mediante alcuni di 
tipo determinato. 

PISOÀL, Calcolo inttgrali. 8 
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)UBÌderando che la seconda potenza dì s/jf è 
un'espressione razionale, ricaviamo che in f, 
B non ei potrà comparire che solo a primo 
lo ; la forma generale ài f h dunque 

oltiplicando il numeratore e denominatore per 

?i(*)-'i'i(a';\'T^ 

{x) diventa 

?i'i'»)-^iM«)-B{'») 

il denominatore diventa razionale. La f può 
lue sempre ridursi al tipo 

I G, H sono due funzioni razionali di fi. 
aindi dobbiamo occuparci solo di un integrale 
tipo 



J 



H[cg)\J B (a;, d x 



che, moltiplicando e dividendo per ^ii, 

J ^R{x) J ^R{x) 

I K[x) è una funzione razionale qualunque. 
; ora scomponiamo la funzione K in una parte 
'a, e in frazioni elementari, giusta la teoria 
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esposta nel paragrafo precedente, sì vede che vo- 
lendo stare sempre nel campo delle quantità reali, 
ci riduciamo a soli tre tipi di integrali, cioè 

f *»" 

proveniente dalla parte intera contenuta Ìq K, 

tfrp 

J (cG-a«^ Bice) 

proveniente dalle radici reali del denominatore 
di K, 

r i£+l^,^, 

provenieute dalle radici immaginarie del denomi- 
natore di K. Si può far vedere che ciascuno di 
questi integrali può sempre ridursi ad integrale 



Una tal dìmostrai'.ioiie la faremo per i 
graie del tipo generale 



\fixJ'W{pe))dcc 



e non per un integrale di uno dei tipi speciali 
soprasegnati ; però praticamente le trasformazioni 
ora indicate potranno essere molto utili. 

Distinguiamo i due casi di e positivo e e ne- 
gativo. 
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Sia in primo luogo e positivo. Allora poniamo 

\/ E = i/ + fcx 
donde 

e quindi 

2{h-rcy) 

_ 2y{2h^2^cy) + 2 ( y^-a)rc , 
ti x-^ 7 i= — J5 a V 

_ \lly'-ìhy + a4e , 
2(4 -Ve»)' "• 

Con queste sostituzioni è evidente che la f di- 
venta una funzione razionale di y. 
Applichiamo questa trasformazione all'integrale 

EsBo diventa semplioemente 

J b~rcy 
che è eguale a 

— 7^ log {b — ^cy)¥ cost. 
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onde infine i! nostro integrale è 

^ log (i — v' e »/ fi + e a;) + coat. 

Supponiamo ora c<0. 9e la funzione da inte- 
grare è una funzione di x reale per ogni x reale, 
non potrà essere <J li una quantità immaginaria, 
cioè R non potrà essere negativo per ogni valore 
di x; ora 

E = e[a^+^-^a^^^) 

= e (^ - a) -ic - fi) 

se a, p sono lo radici di fi = 0. Queste radici non 
potranno perciò essere immaginarie perchè bd lo 
fossero, Jl prodotto 

per ogni x reale sarebbe il prodotto di due quan- 
tità complesse coniugate e quindi sarebbe eguale 
alla somma di due quadrati di numeri reali, cioè 
una quantità essenzialmente positiva; per e nega- 
tivo la fi sarebbe perciò negativa per qualunque 
.V reale, e quindi ■J B sarebbe immaginaria, e la 
funzione data contenente razionalmente l' espres- 
sione 'J fi sarebbe complessa, mentre ohe noi sup- 
poniamo che la funzione data sia sempre una fun- 
zione reale. 

Se le radici a, P sono reali, possiamo noi allora 
fare la trasformazione 
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la quale riuscirà una sostituzione rmU. Di qui, 
quadrando si ha: 

B = a + 2bx^-ex' — v'{x — r]' 
cioè 

e (i-.:(a!-p)-!,' (•■'-")■ 

donde 



'y:c-y') + 2{et-ty')y 



dy 



_ e y (P — «) 



e, come sì vede, aoclie con questa trasformazione 
ci riduciamo ad una funzione razionale di y. Que- 
sta trasformazione può naturalmente faiBÌ anche 
noi caso in cui e è positivo, purché le radici dì 
R = sieno reali. 

Applicando questa trasformazione all' inteffrale 
già considerato sopra, eaao diventa 

„{ dy _ 2 f— f^. 
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Dopo avere studiati gli integrali di funzioni con- 
tenenti la radice quadrata di un polinomio di 
2." grado in x, viene spontanea l'idea di conside- 
rare gli integrali di funzioni contenenti la radice 
quadrata di un polimonio di 3." o di 4," o di grado 
superiore. 

Senonchè mentre nel caso del polinomio di 2.° 
grado, si è visto che ei può sempre effettuare la 
integrazione per mezzo delle funzioni ordinarie, 
non è più lo stesso per gli altri casi. Per questi 
casi occorre l'introduzione di funzioni trascendenti 
più elevate delle ordinarie. Tali integrali ai chia- 
mano intesali ellittici e furono studiati per la 
prima volta dal matomatico italiano Fagnano (1682- 
1766; e da Eulero (1707-1783) e poi più diffusa- 
mente da Legendre (1752-1833). 

La denominazione di ellittici viene a loro dal 
fatto che per mezzo di essi si risolve il cosiddetto 
problema della rettificazione deWellisse, 

Noi non possiamo entrare in una trattazione 
degli integrali ellittici. Ci limiteremo solo a sta- 
bilire alcune nozioni fondamentali. 

Con una traaformaziono nei cui dettagli noi non 
vogliamo entrare, si giunge a far vedere che sup- 
posto che nel calcolo si voffliano includere anche 
le quantità complesse ogni integrale della forma 

I f{a;,\fB)dx 



dove R è un polinomio di 4." grado e Ì è il sim- 
bolo di una funzione razionale, si può sempre 
esprimere mediante una combinazione lineare di 
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inlegrall dei soli tre tipi: 
[ dy 






I ih 

dy__ 






dove Vi è il polinomio di 4." grado sotto la forma : 

Tali integrali si chiamano gli integrali normali 
riapettivamente di 1.*, 2.*. 3.* specie di Legendre, 

Vogliamo ora mostrare come questi tre integrali 
si possono ridurre ad un' altra forma che Tiene 
molto spesso adoperata, o che noi abbiamo anche 
altra volta avuto occasione di studiare s proposito 
degli sviluppi ili serie degli integrali (y. Gap. Ili, 
§2)- 

Foniamo 

}/ = aen f 
djf^eosfdf 

e i tre integrali diventano 



f — ^ 



i^'fdf 
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o f ^? 



I ti + « Ben" ?) \/ 1 — A* Ben* «p 

(a meno di un fattore costante) 



poneado poi anche a = . 

Questi tre integrali sogliono indicarsi rispetti- 
vamente coi simboli 

J'(9\ Z(-i\ n(?) 

e il primo di essi è proprio quello da noi consi- 
derato nel luogo citato. 

Essi potrebbero calcolarsi operando l'integra- 
zione per serie. 

Passiamo ora a considerare un altro tipo di in- 
tegrali, assai meno complicati cioè i cosiddetti 
integrali binomii, considerati per la prima Tolta 
da Eulero. 

Un tale integrale è della forma 

\ W^ia t- bx"]dw 



dove tn,n,p sono dei numeri razionali fra 
positivi negativi. Se il nomerò p fosse un numero 
intero positivo o negativo, allora si potrebbe svi- 
luppare la potenza del binomio o al numeratore o 
al denominatore secondochè p fosse positivo o ne- 
gativo, e si avrebbe una funzione razionale di va- 
rie potenze frazionarie di ^ ; un tal tipo di fun- 
zione lo abbiamo già considerato sul principio di 
questo paragrafo. 
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Supponiamo quindi che p sia un numero fra- 
zionario. 

I numeri m, n possono sempre supporsi dei numeri 
qualunque, ma è facile vedere ohe, senza diminuire 
la generalità, essi possono sempre aupporsi interi. 

Perchè se non lo fossero, e sia u il minimo co- 
mune moltiplo fra i loro denominatori, ponendo 

l'integrale si trasforma in 

che è anche un integrale binomio, ma dove poro 
frli esponenti di y dentro e fuori parentesi sono 
numeri interi. 

Inoltre n può sempre immaginarsi posiìiTO, per- 
chè altrimenti l'integrale dato può soriTersi 

{c"'+"p [a O)-» ]-bPdx 

moltiplicando e dividendo il primitivo per a:"''; 
se n è negativo, — )( sarà positivo, e quindi l'in- 
tegrale dato rosta sempre ricondotta ad un altro 
in cui l'esponente di x dentro parentesi è positivo. 
Facciamo ora la seguente trasformazione; po- 
niamo 

a + 6 ir» = y 
donde 
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e quindi l'integrale diventa 

Se invece di prender le mosse dalla forma data, 
dell'integrale binomio, prendiamo le mOBse dal- 
l'altra forma equivalente 



J 



ipw+ny (rt X -" + 6)P d X 



ponendo a a.-" -Y- h = y, abbiamo invece 



naJ "Va 



Ora se ■ è un numero intero, allora la 

n 
I si può subito ridurre ad una funzione razio- 
nale ponendo y ^ z" dove i* sia il denominatore 

del numero p. E cosi analogamente se - ■ +j) 

è un numero intero la II potrà colla medesima 
Bostituzione ridursi ad una funzione razionale. 
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Abbiamo dunque : esistono due casi in cui Viri- i 
tegrale binomio può immediatamente ridursi ad 
UH integrale razionale, e questi due cast sono : 

J." Quando ■- - ■ ■ è un numero intero; 



Quando non aono verifìoati questi casi allora si 
possono adoperare delle forinole di riduzione colle 
quali l'integrale binomio dato resta espresso me- 
diante altri In cui ^li esponenti m,n,p sono di- 
versi. 

Tali formolo di riduzione si ottengono appli- 
cando il metodo dell' integrazìoue per parti. Così 
ponendo 

u = [a + bx")p 



j" =-hpn(a + bX»)P-'^x"~'i 
fli ha la formola 



m 



x'"-^^(a-\-bx")p 
m^-\ 

iE«-t-« [a-^bx»)p-'i dw Ut 



\a:"'{a-^bx»'pdx — 



Integrazione delle funzioni irrazionali. 125 

colla quale l'integrale binomio corrispondente agli 
esponenti m,ìi,p, resta espresso mediante quello 
cogli esponenti m + n, n,p - 1. 
Se ora poniamo 

I x'"[a • bx" Pdx= ix"' ,a*hx*'] 'a* bx" P~^dx 

= a \x'"[a'bx"]i>-^dx*b j x'»+»{a*bx»]P-Ulx 

e eliminiamo eolla forinola precedente quest'ulti- 
mo integrale otteniamo 

^ »"+! {a-i-bx''',p 



J 



x'"{a + bx»'Pdx = 



apn f , , , 

,'- I X"' ^a + bx" ]P- 

m + l+pnj 



colla quale formola il solo esponente che resta 
cangiato, e propriamente resta diminuito di una 
unità, è l'esponente della parentesi. 

Combinando così fra loro in vari modi questi 
artifìzìi potrebbero trovarai quante formolo di ri- 
duzione si voglia. È inutile del resto stabilirle qui, 
eia perchè non offrono nessuna difficoltà teorica, 
sia perchè è più conveniente adoperare quelli ar- 
tìiìzii caso per caso, e, adattarli alla natura par- 
ticolarn dell'integrale che si sta conaiderando. 

Molto volte è più conveniente applicare le for- 
molo di riduzione che si ottengono cogli artifìzii 
indicati, anziché servirsi, anche che si verifichi, del 
criterio dell'integrabilità di cui abbiamo parlato 
sopra. 
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Quando con nessuna formola di riduzione pos- 
siamo ridurci ad un integrale noto, allora non 
resterà che adoperare la integrazione per serie, 
sviluppando in serie la potenza p"* ài{a + bx"). 

Come esempio si potrebbe scegliere il calcolo 
dell'integrale 

che pu& scrìTersi 



(m = intero) 



e quindi è un integrale binomio, dorè a= 1, 
b = -l,n = 2,p = -^. 

È facile vedere che esso rientra nei casi ele- 
mentari d'integrabilità. 
Infatti se ffl è pari allora 

__!__»! 

2 2 2 
è un nnmero intero, e bc invece m è dispari allora 
m+l _ m+2 
n n 

è un numero intero. 

§ 5. Integrazione delle lunzioni trascendenti. — 
In questo paragrafo studieremo alcuni speciali tipi 
di funzioni trascendenti e Faremo vedere come si 
possono integrare. 

1." Si abbia una funzione del tipo 

f('') 

essendo f il simbolo dì una funzione razionale. 
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^ dx^du 
dx^-^ 

y 

l'integrale della funzione data si riduce a quello 
di una funzione razioDale di y. 

2° Consideriamo ora gli integrali del tipo 

I 8en™iCco8"a;(ia; 

Ponendo 

sen x = t 
si ha da integrare 

J f" {1 - (»/ ^ dt 

e quindi ci riduciamo ad un integrale binomio. 

Però poBBÌamo procedere diversamente. 

Operiamo il metodo d' integrazione per parti 
prendendo : 

dv 
ti = co9"-i X , -7- = sen" X eoa x 
' dee 

e si ha: 



rlJ 



Ben'"+-2 X oos"-2 xdw 
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e facendo una tri 
adoperata per gì: 
nendo 

/■•"'" 

= sen"'ie(l - 

= I Ben'" X cos' 

sostituendo e ria 



3." Si abbia Ìi 

é""^ coabxd 

Operando la int 

e"^ aoahxdx = 

e'"^&enhxdx = 



i;. Goot^l>; 
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donde 

J, , acoabx + b aen bx , _ 
e^'coabxda; = — e"-^ +- C 
a* -fi* 



4." Si abbia infine da calcolare l' integrale 
corrispondente ad una funzione del tipo 
f{aeDX, cosce) 

essendo f il simbolo di una funzione razionale. 
Ponendo 



2 ™ 2 l + C 

tang' ■ 
1 + tangs ■ 



eoa X ^ eoe* -:,- — sen* ir = - - = - — ■ „ 

2 2 , , , a i» 1 + (' 

I 4- fiftìie'* — 



^__2__ 
dt~l + i^' 

Onde con questa sostituzione la funzione da 
iute^rarsi diventa una funzione razionale di f e 
quindi ai integra coi metodi noti. 

Pascal, Calcolo inltgfitle. ^ ■'■''■^^1'- 
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CoBÌ p. ee., deteriniuiamo 
da: 
a sen ce + b eoa x ' 

Si ha, operando la trasformazioac precedente : 

„ I" dt „, r dt 



J- 



= 24 I ii 

J (a''b')-{ht-a)' 



' .1 2at + b(l-t')~ ] (o'-J-ì-CSe-o)"" 

^ J [• f bdl 

\/<l' + 6'lJ \'o' + J' + C6l-ol 

r^ U 

e sostituendo poi per t il suo valore ia ic si ha 
la forinola finale. 

§ 6. Calcolo di integrali definiti. Integrali Eule- 
riani. ^ Nei paragrafi precedenti abbiamo studiato 
vari speciali tipi di funzioni coli' intento di cal- 
colarne gli integrali indefiniti corrispondenti. 

Può però accadere alcune volte che pur non 
potendosi calcolare l'integrale indeiìnito, si possa 
invece calcolare l'integrale definito fra limiti as- 
segnati, e che per l'uso che noi ne dobbiamo fare 
non ci occorra effettivamente altro che proprio 
l'integrale definito. 

Perciò noi dedichiamo questo paran^rafo all'espo- 
sizione di artifizi e di metodi per la ricerca di 
integrali definiti. 
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Jleì paragrafi 7, 8 del Cap. I abbiamo già no- 
tato che UD metodo abbastanza fecondo per la 
ricerca di integrali definiti è la derivazione e l'in- 
tegrazione sotto il segno. 

Diamo qualche esempio di questo metodo. 

Da 

J*i TX" 7 ' 1 

a;''-irfir = l-l ^=-^- (fl>0) 

colla derivazione rbpetto al parametro a otteniamo 
j a:''-^ìogxdx= ; 

1.2 



I ««-1 ilog 



xydx 



r w-i (Ioga:)" daì = {— i;» / - ^'^^ " 

Invece coli' integrazione rispetto ad « fra due 
qualunque limiti <>:, ^ otteniamo 



Da una formola trovata nel paragrafo precedente 
ricaviamo 

Ì, sen""' X C08 x 
sen" xax = H- 

+ - - i BBn"'^xd 



C.o<,glc 
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e limitando I'ÌDtegrazÌ0De fra e - si ha 

/"2 („ — \) fi 
Bea"xdx= san'f-'^xdx 

e qtiiadi Be n è pari bì ha 
e se n è dispari si ha 



J «^•^'"^^ „(„ 2) 



(«~l):«-3)...4.2 
5.3 



Ora osserviamo che fra i limiti o e -v il sen: 
è un numero positivo minore di 1, e quindi sari 

I Ben*"-'a;rfir> sen3»a:rfa;> 



eioè 

2^ 4 2n — 2 » 
8 '5 ■■•2»-l S 



2 4 _2« 



Calcolo fli integrali definiti. 



donde 

^ ^ ^ ^ ^" " ^ 2» — 2 2« .^^ -^ 
1 ■ 3 ■ 3 ■ ■■2n~3'2«"-r2w-l 2 
2 2^4 2n -2 211-2 2» 2m 
f ¥ 3 '5*"'2rt"-3 2n~r2M- 12» + 1 ' 

I due numeri fra i quali è sempre compreso -; 
differiscono fra loro per il fattore 
2» 
2n-l 

il quale tende a i se 2» tende all'infinito. 
Dunque possiamo con chiudere che 
it _ 2 2 4 4 6 6 
2 ~ 1 ' 3 "3 '5 ■ 5' 7 "■ 



prodotto infinito. 

Questa formola è la cosiddetta formola di Wallia 
(1616-1703). 

Nella formola trovata sul principio di questo 
paragrafo 

1.2...M 



ponendo 



l;,GOOt^l>J 
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B\ ha 

log .x= — y 

y ^'x per (b ^ -- o ; y -^ o per x -^1 
onde 



I e'"" y" d y = _^_j_| 

Por a ^ 7 si ha (luuque 

' e-yy"dy = n\ 



r 



Questa Tormola sussieto per n luterò positivo; 
perchè pel modo con cui abbiamo ricavato questa 
formola, il numero H in esso contenuto, rappresenta 
il numero di volte che si è fatta la derivazione 
rispetto ad una certa variabile. 

Lo studio del valore di questo integrale definito 
nel caso in cui n non è più un numero intero 
poaitivo, coatituÌBce lo studio del cosiddetto inte- 
f/raìe Euleriano di 2/ specie. Si adopera !a se- 
guente notazione 

] W-i e-'' d (T = V {a). 
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Si introduce eoal uel calcolo lo studio della co- 
siddetta funzione gamma di Eulero. Questa fun- 
zione gamma gode dj molte proprietà singolari. 
Si trova che eaaa può svilupparsi in un prodotto 

infinito, cioè 

im + n--' 

Noi non possiamo entrare net dettagli dello 
studio di queste funzioni. 



cGoot^t^ 



CAPITOLO IV. 

GLI INTEGRALI MULTI! 



finizione di integrale doppio e multiplo, 
i di integrabilità. - Nel § 8 del Gap. I 
mo accennato per incidente ad una de- 
li integralo doppio. Ora passiamo ad una 
e completa. Daremo prima di tutto una 
a che non è che la eatensionc diretta di 
ta per gli integrali semplici, 
a una funzione di dne variabili f{x,y), 
nita o bì vof^lia considerare solo in una 
a, il cui contorno sia una curva chiusa di 
? {-^1 y) = <*• l*er og^ni punto intemo a 
rva ta f sia finita. 

i di variabilità ài x e y non sono indi- 
l'uno dall'altro; fissato un valore ad y, 
di variabilità di x resta definito nella 
maniera: meniamo la retta parallela ai- 
avente per ordinata la y fissata; questa 
ierà il contorno dell'area chiusa almeno 
nti, e il campo di variabilità di x per 
issata si intenderà esleso dal valore del- 
del punto piii a sinistra, .ti^fi?, ft/n^wa^ore 
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dell'ordinata del punto più a destra. I limiti di 
variabilità di at sodo dunque funzioni del valore 
di y, viceversa. 

Se si volessero effettivamente trovare queste fun- 
zioni, basterebbe rieolvere rispetto ad x )a equa- 
zione ?(^J/) = la quale darà in generalo almeno 
due valori di a; per ogni valore dì y, darà cioè luogo 
a due funzioni di y, ì cui valori per ogni a; corri- 
sponderanno ai limiti del campo di variabilità dì x. 

In particolare, i limiti di variabilità riescono co- 
stanti, quando l'area data è un rettangolo coi lati 
paralleli agli assi coordinati dì x ey. Allora per 
ogni y i limiti di variabilità di x sono sempre i 
medesimi. 

lu questo caso noi possiamo dire che la funzione f 
ò definita o si vuol considerare fra limiti costanti 
di variabilità di a; e y, per es. da x = a sino ad 
X =^ h e da y ^= a' sino ad y = b'. 

Dividiamo l'area data in un numero arbitrario 
di partì, e tale divisione la possiamo fare con una 
leffge qualunque. 

Per es., per fissare le idee, si può procedere così : 
Fra tutte le infinite y dei diversi punti dell'area 
si consideri la mìnima e la massima, e sieno a , b' ; 
o cosi sieno a, b, la minima e la massima a. Sì 
disegnino le rette y = a\ y = b', x^^a, a>-^ b le 
quali formeranno un rettangolo nel cui interno è 
tutta compresa l'area data. Si divida l'intervallo 
a' b' in un numero arbitrario di parti, e quello « h 
similmente. 

Alenando pei punti di divisione delle rette pa- 
rallele agli assi, tutto il rettangolo resterà diviso 
in tanti rettangoli parziali; e tutta l'area resterà 
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anche divisa in tanto parti di cui alcune sono ret- 
tangolari, e altre (quelle che sodo aituatc prossime 
al contorno] sono parti di rettangoli. Di questi ret- 
tangoli consideriamo solo quelli, che sono intera- 
mente interni all'area data. 

Se Si ^.•., S,'8,'..., sono gli intervalli parziali 
in cui si sono divisi gli intervalli ab sull'asse di x 
e a' b' sull'asse di V, allora l'area di un rettangolo 
sarà data dal prodotto 3^ 5'» . 

Consideriamo un punto nell'interno di ciascun 
rettangolo parziale (5r 8'») e in esso calcoliamo il 
valore della funzione, che chiameremo /"j», e for- 
miamo il sommatorio doppio 



il quale avrà un valore finito in qualunque modo 
si ò fatta la scelta dei valori di f, e in qualunque 
modo si è effettuata la divisione. 

Facciamo ora , come si fa per la defìnizione di 
integrali semplici, tendere a zero gli iatervalli S, S' 
mentre il loro numero io facciamo crescere all'in- 
finito; allora il sommatorio doppio potrà tendere 
ad un limite determinato, che nia lo stesso qua- 
lunque sia la scelta dei valori fi-s e qualunque 
sia la maniera colla quale ei fanno tendere a zero 
gli intervalli; se questo accade noi chiameremo 
quel lìmite l'integrale doppio desinilo della fun- 
zione iin tutta l'area data, e lo indicheremo col 
simbolo 



ii 



f[':yìill'd!l. 



Definizione di integrale doppio e multiplo, 139 

Come si Tede la definizione data è la diretta 
estensione dì quella già data per gli integrali aem- 
piici, e bì possono poi fare delle e enei de razioni che 
sono le medesime di quelle fatte altra volta, e che 
noi solo accenneremo. 

La condizione necessaria e sufficiente per l'esi- 
stenza del limite del sommatorio è che sia zero il 
limite 

. lim^AsS,.5% 

(love con Dra si indica Y oscillazione della fun- 
zione f nell'area {^r S'j), 

Ija dimostrazione di ciò sì fa in una maniera 
perfettamente simile a quella tenuta nel § 1 del 
Oap. II. Di qui si ricava che sono integrabili: 

1. le funzioni continue di due variabili scy, 

2. le funzioni discontinue in un numero finito 
di punti o di linee del piano; 

3. le funzioni discontinue in un numero infi- 
nito di punti dì linee, ma tali però che possano 
racchiuderai in aree la cui somma può rendersi 
piccola a piacere. 

Per intendere ora meglio la natura dell'inte- 
{^rale doppio definito, e per poter avere un mezzo 
per calcolarlo, facciamo vedere che relazione c'è 
fra esso e gli integrali semplici- 

Per la costruzione dell'integrale doppio noi dob- 
biamo fare un sommatorio doppio, nel quale dob- 
biamo passare al limite per ^r, ^'a tendenti a zero, 
essendo poi arbitraria la maniera eolla quale li 
facciamo tendere a zero. 

Ora immaginiamo di effettuare prima il somma- 
torio rispetto all'indice r e poi quello rispetto al- 
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riodice s. Vnol dire che allora noi Bommiamo prima 
tutti i termiai frt^r^'t proTenienti dai rettangoli 
situati in una strìscia orizzontale cioè parallela al- 
l'asse di X, (propriamente la striscia s™*), e poi fa- 
cendo acquistare all'indice s tutti i suoi valori, fac- 
ciamo la somma di tutti i termini che si ottengono 
relativi alle varie strisce orizzontali. 

La scelta dei valori /v» è anche a nostro arbi- 
trio ; ora noi possiamo in particolare scegliere tutti 
riuesti valori in punti situati au rette parallele al- 
l' asse di 3: e interne naturalmente alle varie strisele 
orizzontali. Esaminiamo allora il valore del som- 
matorio relativo ad una sola striscia orizzontale, 
per es. la striscia s""*. Sia y (»' l'ordinata della retta 
interna a tale striscia e sulla quale scegliamo i 
valori di fra- 

Allora tutti ì valori di f che consideriamo sa- 
ranno quelli della funzione di sola X 

che si ottiene dalla data ponendo y^yi'K 
Il sommatorie rispetto all'indice r e relativo alla 

striscia r""" sarà 

indicando con x^") l'ascissa di un punto compreso 
nell'intervallo S^. Questo sommatorie deve esten- 
dersi fra due limiti che dipendono dall'indice s, 
cioè dal valore dell' ordinata y («' della striscia s™", 
Secondochè si considera un valore di y piuttosto 
che un altro, il campo di variabilità di x muta, 
come abbiamo sviluppato sul principio di questo 
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paragrafo. Passando allora al limite solo io quel 
sommatorio semplice, facendo cioè convergere a 
zero solo i S^ , è evidente per la definizione di in- 
tegrale semplice, che esso si muta in 

8's \f{XyUÌ)dX 



dove l'integrazione bisognerà estenderla fra due 
valori di x, che corrispondono alle aaciase degli 
estremi della striscia s"'"; tali due limiti saranno 
due funzioni di y che si ricavano dalla equazione 
del contorno ? (« J/) = o risolvendola rispetto ad x 
e ponendo y^y^^K 

Se ora formiamo il sommatorio di tutti i valori 
già ottenuti, estendendolo alle varie strisce oriz- 
zontali, cioè facendo variare l'indice s, otteniamo 



2B' 



: ìf:xy^'))dx 

e passando al lìmite per i S's ^^ o sì ha 

\<iy { f{ooy)dx 

dove la seconda integrazione rispetto ad y bisogna 
farla fra limiti costanti che corrisponderebbero alle 
ordinate delia più bassa e della più alta striscia, 
cioè (esaeudo le strisce divenute infimtameDte sot- 
tili) alle ordinate delle due tangenti orizzontali del 
contorno piano. 

Vediamo con ciò che l' integrale doppio corri- 
sponde alla successione di due integrali semplici, 
di cui il primo è fatto fra limiti che sono funzioni 
di y, e il secondo fra limiti costanti* 
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He l'area d'integrazione data è un rettangolo, 
coi lati paralleli agli assi coordinati, allora anche 
la ^prìma integ^razìone si fa fra limiti costanti. 

È OOBÌ cho queste considerazioni si rannodano 
con quelle del § 8 del Cap. I. 

8e la funzione f(xy)h integrabile, allora è evi- 
dente che il suo integrale doppio fra limiti costanti 
sia rispetto ad x che rispetto ad y, è eguale sia a 



J dy \ dxf{xy) 
^''dcc^''' dyfiocy) 



supposto che le ascisse e le ordinate del rettan- 
golo dentro cui ai fa la doppia integrazione sieno 
rispettivamente «, 6; a', V. 

Di qui si ricava che tali due ultime espressioni 
sono fra loro eguali; cioè come generalizzazione 
del teorema dell'integrazione sotto il segno (vedi 
Cap. I § 8) otteniamo die questa è possibile qtiando 
la funzione data è una funzione integrabile di 
due variabili. 

Le considei>azioni fatte per gli integrali doppi 
si potrebbero estendere senza sostanziali modifica- 
zioni agli integrali tripli, quadrupli , ecc. in ge- 
nerale multipli. 

Ogni integrale multiplo (la cui definizione sa- 
rebbe analoga a quella data sopra per gli inte- 
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grali doppi) bì potrà comporre mediante una bug* 
cessione di integrali semplici. Oi pare completa- 
mento inutile insistere au queste ideer 

§ 2. L'integrale multiplo come funzione dei limiti; 
sua detinizione nei casi eingolari. —Dobbiamo ora 
per gli integrali doppi fare considerazioni analoghe 
a quelle del § 3 del Gap. I ; dobbiamo cioè esami- 
nare la continuità e la derivabilità di essi consi- 
derati come funzioni dei limiti. 

Consideriamo l'integrale doppio 



J ( /■{■>', y)dxdy 



dove abbiamo voluto indicare con sr, y i limiti su- 
periori della doppia integrazione. 

Il valore di questo integrale riuscirà una fun- 
zione Ai X Q y^ che ohiameremo ^{!Cy). 

Per esaminare la continuità di questa funzione 
formiamo 



cp(arH-/»,y + /;)— ?(a!!/) 



che può trasformarsi in 

/■»'+*■ 



_ i-y+i- C':+h ri/ rj^ 



_ ry-t-i p+A /v rx+h 
ed essendo iuvertibile la successione delle due i 
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zioni nel secondo integrale, possiamo scrivere 



ly+i! fX+h fX+h Ps 

=J J *J J 



1 gli integrali da v a y +■ k-, e da a; a j; + A 
come si Ba, delle quantità tendenti a zero 
3, Gap. I), quiodi l'ultima espressione tro- 
poteiido cotisiderarai come somma di due in- 
li aempliei di due diverse funzioni, estesi ap- 
I fra i limiti citati, tenderà a zero con h, k 
nti a zero; ciò dimostra la continuità della 
ine * {xy). 

3siamo ora alle derivate parziali di 7. 
lendo che l'integrale doppio non è clie una 
Baione dì due integrali semplici , e potendo 
srmutare l'ordine delle due integrazioni, la ? 
oneiderarsi sia come uu integrale rispetto alla 
bile X, sia come un integrale rispetto alla va- 
e y. Quindi volendo la derivata parziale ri- 
) ad a;, noi considereremo la i> come uu in- 
le rispetto ad x, e per il noto teorema delia 
azione degli integrali ricaviamo che se 



t funzione continua di x, allora la derivata 
ale <fi f in un punto x' è data da 
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Se ora noi sapponiamo cho la fìinzione f(xy) 
aiii una funzione contìnua delle due variabili x y, 

allora essendo l'integrale I /'(.ry)(7y una funzione 

continua di x, e quindi essendo il suo valore per 
a^^x eguale al limite dei suoi valori per t- ten- 
dente ad 3;', e inoltre (v. § 7, Gap, I) tal limite 
essendo eguale all'integrale del lìmite della fun- 
zione, si ha semplicemente.' 



^.-j'fWfìdv. 



Analogamente 

d_9_ 



Al aolito la condizione posta per f, che aia con- 
tinua rispetto al sbtema delle due variabili, è una 
condizione sufficiente, ma non necessaria. 

Colle condizioni poste sussiste poi ancora per la 
funzione <p il teorema della invertibilità delle de- 
rivazioni. Perchè è evidente che dalle formolo di 
sopra si ricava 

-^— = f{x'y') 

e quindi le due derivate seconde sono eguali. 

P*!ic«tT Calcolo integraìf, .10^ 
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FoBBÌamo ora pasBare a stabilire il concetto di 
integrale doppio nei soliti due casi BÌngolari già 
considerati per gli integrali Bemplicì, cioè il caso 
in cui la funzione diventi infinita in qualche punto 
o linea del campo d'iategrazione, e il caso in cui 
uno dei limiti d'integrazione è l'infinito. 

Il criterio che ci serve per la definÌKÌoDe in 
questi casi è sempre lo stesso, cioè quello di con- 
servare la proprietà fondamentale della continuità 
dell'integrale. Quindi se la funzione diventa infi- 
nita in un punto allora chiameremo integrale doppio 
della funzione esteso in un campo comprendente 
quel punto, il limite (supposto che esista e che 
sia unico) dei valori dell' integrale in campi che 
eBcludono quel punto. 

Per esempio immaginiamo di circondare quel 
punto con un cerchietto, e di considerare poi il 
campo primitivo diminuito di questo cerchietto; 
facendo diminuire il raggio dì questo cerchio, 
il limite del valore dell'integrale doppio, sarà il 
richiesto valore dell'integralo definito in tutto il 
campo. 

Ma qui capitano naturalmente tante distinzioni, 
perchè potrebbe accadere che il limite di cui si 
parla esiste avvicinandosi colle variabili xy ai punto 
singolare solo per certe determinate direzioni, e 
non per tutte le direzioni , oppure che si ottenga 
un limite per certe direzioni di avvicinamento e 
ae ne ottenga un altro per certe altre. In tali casi 
non esisterà propriamente l' integrale esteso a tutto 
il campo; può accadere allora anche che esista o 
sia finito il valore dell'integrale calcolato mediante 
le due integrazioni semplici, e non esista invece 
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quello dato dalla nostra definizione, e ohe bisogna 
considerare come valore dell'integrale doppio. 

Non poBsiamo fermarci sui dettagli di queste 
conaideraziont. 

Se poi il campo d' integrazione si estende all'in- 
finito allora per integrale doppio intenderemo anche 
il limite dei valori degli integrali definiti in campi 
che man mano si estendono sino all'infinito, sup- 
posto che questo limite esista e sia unico qualunque 
sia il modo col quale si fa crescere il campo al- 
l' infinito. 

Anche qui potrebbero farsi alcune eonsiderazioni 
speciali che per brevità tralasciamo. 

§ 3. Trasformazione degli integrali multipli. — 
Abbiamo già vieto a suo tempo (Gap. I § 6) come 
si fa s trasformare un integrale semplice ; se cioò 
ai ha l'integrale: 

( Bdx 

dove B è una funzione di .«, e si vuol trasformare 
in un altro integrale colla variabile indipendente i/ 
legata ad -"^ da una qualunque relazione, allora 
bisognerà moltiplicare la funziono sotto il segno 
per la derivata dell'antica variabile rispetto alla 
nuova. 

Yogliamo fare lo stesso nel oaso degli integrali 
multipli. Sì obbia cioè un integrale multiplo: 

I ... fi >! tr^ . . . .T„ ) (i a-i (i i»g . . . d ^„ 
e si voglia trasformurc in un integrale colle varia- 
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bili indìpandeTiti non più x, a^a... Xn , ma ^i y^... y« le- 
gate alle ^ da m date relazioni. 

Si abbiano le formolo che esprimono le x me- 
diante le y, cioè 

^1 ~ «J (Jl ì/2--- V") 
X3 = Xs (y, yg . . . ì/n) 
(1) 



= xn{y,yf.y») 



Nella seconda di esse sostituiamo io luogo di y^ 
il valore ricavato dalla prima equazione, e allora a, 
resterà espresao mediante j:, ,v» . . . 2/h ; poi nella 
terza poniamo in luogo di y, y^ i valori ricavati dalle 
due prime equazioni ; e allora Xy resterà espresso me- 
diante Xjx^y^.,. y„ , e così continuiamo, sino a che 
in tal maniera esprìmeremo Xn mediante XfX^. .. 

Si hanno cioè le seguenti formolo: 

-»! — A (^i y; ■ ■ ■ V") 



» = fn («:, ìTj . . . aj^i i/„) 



Cominciamo ora nell'integrale multiplo a fare 
l'integrazione rispetto a ^n, e mediante l'ultiioa 
di queste relazioni introdurremo la variabile ;/« in 
luogo della variabile x„ , considerando tutte le altre 
variabili per un momento come costanti; allora it 



? (l<:i/U inteyfiili miiUipU. 
uostro integrale diventa 

dy» 

PoaBÌamo oi-a analogamente, mediante la [jonui- 
titna delle formole precedenti, introdurre la varia- 
bile yn~\ in luogo della variabile a:« - 1 , o l' in- 
tegrale allora diventa: 

J dy»-idyn 

e COBI seguitando, si ha infine che il uostro inte- 
grale si trasforma in: 

^dfxdu df»-idf,. 



\ 



R- 

oy^dVì'" dy»-: 



e così otteniamo l'integrale trasformato nelle va- 
riabili y- 

Per eseguire questa trasformazione occorre co- 
noscere le funzioni fi f^. . ■ fn , le quali non. sono 
propriamente quelle ohe esprimono le antiche va- 
riabili mediante le nuove, e che sono direttamente 
date, ma si ricavano da esse con eliminazioni op- 
portune di variabili nel modo indicato. Però na- 
turalmente si presenta ora la questione di operare 
la trasformazione dell'integrale facendo a meno 
della formazione delle funzioni f, ma operando di- 
rettamente sulle funzioni colle quali le x si espri- 
mono mediante le y. 

Consideriamo il determinante funzionale o jaco- 
hiano delle x rispetto alle y, cioè il determinante 
formato colle derivate prime delle x rispetto alle y 
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(vedi Calcolo differenziale, Cap. V § 



1= 



dvidvì" dyn 

Ora ai può subito dimostrare che il prodotto 

dVidVt'" dVn 
pel quale, come abbiam visto, si dovea moltipli- 
care la funzione che sta sotto il segno di integrale, 
[)er avere l' integrale trasformato, non è altro che 
tale determinante /'«nsiOMa^e; e quindi allora pos- 
siamo stabilire il risultato, che per avere l'intf-grale 
trasformato basta moltiplicare la funzione sotto il 
segno, per l'jacobiano delle antiche variabili con- 
siderate come funzioni delle nuoce. 

Cominciamo infatti a stabilire la seguente for- 
mola riguardo alle derivate delie x; 

,. dfi dxi-i 

d'^i-i dyj 

dove nel primo membro s'intende la derivata di xt 
rispetto ad y. ricavata dalle formole esplicite, (1) 
e nel secondo membro le derivate della f, s'inten- 
dono ricavate dalle formole (2). 

Se l' indice j è inferiore ad i allora il primo ter- 
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mine del secondo membro 6 zero; poichc la prima 
delle (2) è la steaaa della prima delle (1), così le 
derivate di Xi sono esattamente eguali alle deri- 
vate (li fi . 

Ora dalla teoria del prodotto di due determi- 
nanti, tenendo presente la formoia precedente messa 
sotto la forma 

_ 8^ 85 _ 8/V^ dj^j _ _ 

dcc.dsj 8«!8» 
_ dfi dm-i a»i __dfi 
d!ci-i dyj dvi dvj 



a II 
ìy, 

da-., 

dy, 



euz'altro la eguaj^Iianzn: 
do-, 



■ 8?.. 



ìy, '" dy. 



H-l 











+ 


1 




dm, 


dfn 




+ 



1^ - 

Sy, dy. 


..0 
..0 




df, df, 
dy, dy« ■■ 


SU 
■iy. 



sj, SA 
dy, '"dy- ' 



,:, Google 
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ado determinante del primo membro 
, dunque il prodotto 

'dy, dy," dyn 
leterminante funzionale, come si vo- 

completata la teoria della trasforma- 
itegrale multiplo. Occorre appena no- 
aso di tt = 1 , cioè pel caso di u 
ice, la formola di trasformazione ora 
con quella già nota per gli integrali 

m applicazione di queste forinole, 
rale doppio 



\^ 



f{xy)dxdy 



trasformare le variabili xy \n altre 
p, ?, mediante le formolo ohe danno 

one di coordinate cartesiane in ooor- 

, cioè 

j; -- COS <f 

y ---- p Ben <f. 
ante funzionale e 



— f aen ? p eoa ? 
~ p (coB* 1 -)- sen* f ) 



f.lKVSIc 
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L'iategrale trasformato ò dunque 



i\' 



% 4. Proprietà degli integrali doppi. — Teorema 

di Qreen. — Noi sappiamo che per le funzioni con- 
tinue /"(V_) la ricorea dell'integrale semplice inde- 
finito 8Ì riduce a quella di un'altra funzione F{x) 
la cui derivata sia f Or), e trovata poi tale fun- 
zione, la ricerca del valore di un qualunque ìnte- 
f^rale definito in un intervallo si fa formando la 
differenza fra i valori di F (x) nei due estremi del- 
l' Inter Ballo , per modo che il valore dell'integrale 
definito non verrà a dipendere che dai valori di 
F (x) nei due estremi dell' intereallo e non dai va- 
lori di F (x) negli altri punti dell'intervallo stesso. 

Vediamo ora che cosa c'è di analogo a questo 
per il caso degli integrali doppi. 

9i abbia l'integrale doppio 



Si 



f{xy)da:dy 



esteso a tutta un'area piana, il cui contorno abbia 
per equazione f fa; y^ =^ o. Per fissare le idee sup- 
poniamo che questo cortorno sia formato di una 
curva della forma di un ovale, per modo cioè che 
ogni retta lo incontri al piìi in due punti. Facendo 
la prima integrazione indefinita rispetto ad x ab- 
biamo una funzione di 3; e y, nella quale dobbiamo 
porre per limiti le due funzioni di y che si rica- 
verebbero A'o. -^ (xy) = o risolvendo questa equa- 
zione rispetto ad x. Siene a; ^= ?, (y), a: — ?g i^\ 



[ Copitolo IV. ~ § 4. 

iste due funzioni e propriamente per ogni va- 
Q di y., la prima dia il valore dell'ascissa del 
ito più a sinistra, e la seconda dia il valore 
l' ascissa del punto pik a destra ; e sia F {!€ y) 
itegrale iiidofinito ottenuto facendo l' integra- 
ne rispetto ad jp, per modo che 

allora integrare rispetto ad y la espres- 



i^(*.{ff\y)-f(?,(i/)- y)- 

Juesta iutegra7,ione bisogna estenderla fra due 
iti che sono rispettivamente le ordinate del punto 

baaao della curva e del punto più alto, cioè 
:iuei duo punti in cui le tangenti sono parallele 

asse di se. Sieno ^i y. rispettivamente queste 
inate; noi allora dobbiamo calcolare 

J-i il 

b, acambiando i limiti nel secondo integrale, 

{"^ F(%(y\ dy+ {"' F{'ì^{y\y)dy. 



ira. la somma di questi due integrali può iiiter- 
: tarsi nel seguente modo. 
Jonsideriamo l'integrale 

\F[-xyMy 



Pfoprielà (ieijli hifei/rnli (liijipi. IT). 



dove in luogo di x bì debba intendere messo il va- 
lore ricavato dalla equazione y (icyi = o, e imma- 
giniamo che questo integrale si debba estendere 
a, tutte le coppie di valori di ^^ Boddisfacenti 
quella equazione, cioè si debba estendere a tutto il 
contorno dell'area data. Spezziamo in due parti 
queBt' integrale ; partiamo dal punto piìl basso 
della curva cioè da quello di ordinata y^ e per- 
correndo il Iato destro della curva (cioè quello i 
cui punti hanno le loro ascisse date dalla funzione 
•fi (y)) andiamo sino ai punto più alto la cui or- 
dinata è y^; eie facendo veniamo a calcolare l'in- 
tegrale 

["^Fi^i'y), y)dy. 



Poi proseguiamo il cammino da y^ sino ad ;/, 
ma percorrendo il lato sinistro della curva (cioè 
quello i cui punti hanno le loro ascisse date dalla 
fuuzione fi (ì/f. 

Si ha così l'integrale 



\'"F{f,{y): y)dy. 



La somma di questi due integrali sarà l' inte- 
grale esteso a tutto il contomo dell'area. Risulta 
anche senza indeterminazione la direzione colla 
quale ai deve percorrere il contomo detto. Noi 
siamo partiti dal punto più basso e abbiamo per- 
corso la parte destra del contorno, e poi abbiamo 
seguitato nello stesso senso. Dunque il contorno 
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bisogna percorrerlo in modo che l'area resti sem- 
pre a sinistra. 
Possiamo dunque serirere la forinola 

j \f{x„,do,dy- \F(r,j)dy 

(love nel primo membro si intende l'integrale doppio 
esteso all'area data, e nel secondo membro s'in- 
tende l'integrale semplice esteso al contomo del- 
l'area. 8i Ila così la trasformazione di un inte- 
grale doppio, in un integrale semplice, e il valore 
dell'integrale doppio dipendente solo dai valori che 
la funzione F{xy) ha sul contorno dell'area e non 
nei punti intemi all'area stessa. Si ha così la per- 
fetta generalizzazione della proprietà già citata sul 
principio di questo paragrafo. In ci6 consiste la 
formola di Green che può porsi poi anche sotto 
altre forme. 

Nello stesso modo con cui abbiamo ottenuto la 
formola precedente, assumendo la x per prima 
variabile d'integrazione, cosi scambiando le due 
variabili si ha analogamente 

jj f[.ey)dxdy^~- | F'{xy)dy 

dove gli integrali hanno gli analoghi signiRoati 

come sopra, e inoltre 

11 segno negativo del secondo membro si ottiene» 
volendo sempre immaginare che il contorno sia 
percorso nello stesso senso di prima. 
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Le duo forinole possono anche scriverai 




// 




p<;y = 


= |i.-,/(/ 




// 


SII 


urfS- 


.-/... 


dove 


le duo funzioni F F' souo legate dalla rela- 


zione 














Sic 


dF' 

"si 


= f- 



im 



Del resto queste due forinole sono fra loro in- 
dipendenti, o le due funzioni FF' potrebbero anche 
non essere legate da quella relazioBO. 

In tal caso si ha la formola {sottraendo le due 
formolo di sopra) 

|4-|y)''^<'!/= I <.FJ!/ I-F'di) 

intendendo per FF' due funzioni qualunque, fra 
loro indipendenti, di xy. Sotto questa forma può 
porsi la formola di Green. 

Se in particolare FF' sono due tali funzioni 
che per tutti i punti dell'area data soddiifanno 
alla relazione 

dj;^dF[ 

Il primo membro della formola superiore è zero e 



quindi sì ha 

{ (Fdy i-F'dx) = 

cioP. l'integrale di Fdy + F'dx esteso a tutto il 
contorno dell'area è identicamente zero. 

Da questo teorema ne possiamo rìcavaTe un altro. 

Ooasi de riamo due qualunque punti dell'area o 
del contorno, e aieno rispettivamente di coordinate 
^oVo, ^ V- Disegniamo una linea tutta compresa 
neir area e che vada dal primo punto al secondo. 
Se noi disegniamo poi un'altra simile linea che 
torni dal secondo punto al primo, h naturale che, 
poiché per tutto il nuovo contomo che cosi si 6 
formato e per l'area che vi è racchiuso, valgono 
le condizioni dì sopra, si avrà ohe l'integrale 

{{Fdy+F'dx) 

esteso a questo nuovo contorno deve essere zero, 
quindi l'integrale esteso da («0^0) a (xy) lungo 
la prima linea sarà eguale a quello che va dagli 
stessi limiti ma lungo la seconda linea; il che si- 
gnifica ohe per qualunque linea compresa nell'area, 
si giunga al punto (x y) si ha sempre lo stesso va- 
lore per V integrale. Fissato dunque un limite in- 
feriore, l'integrale potrà definire una funzione di 
un punto qualunque appartenente all' area. 

Si può dimostrare che questa funzione ha per 
derivate parziali rispetto ad a; e y rispettivamente 
lo funzioni F' F date, e quindi ha por differen- 
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ziale totale la espressione 

F' dx-\- f dy. 

Rosta così risoluto il problema: Date due fini- 
zioni FF' tfili che 

d£^dF;_ 

d^ éy 

trovare lu funzione le cui derivate parziali sieno 
eguali alle funzioni date. 

Questo problema si chiama il problema dell'iii- 
tagraziorie del differenziale totale, e noi avremo 
occasione di tornarci. 



cGoogk 



CAPITOLO V. 

INTEGRAZIONE DEI DIFFEKENZIALl TOTALI. 



Abbiamo visto che se f(x) è uua funzione con- 
tinua, allora il calcolo dell'integrale indefinito 

ai riduce a calcolare un'altra funzione ? (x) la cui 
derivata sia proprio f{x}, o, ciò ohe è lo stesso, 
il cui diiferenziale sia f[x]dx. 

Quindi so f{x) è continua il problema di tro- 
vare una funzione il cui differenziale sia f(x)dx 
ai riduce al calcolo dell'integrale indefinito corri- 
spondente alla funzione f. 

Vogliamo estendere questo problema al caso dì 
un numero qualunque di variabili. 

Se abbiamo una funzione f (ar^ Vi- . .) di un nu- 
mero qualunque di variabili, sappiamo che il dif- 
ferenziale totale è: 
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Ora ci proponiamo il problema inverso. Data 
una espressione di questo tipo, e sia: 

X,dx, + X^dXi-i- . . . + Xnd^H ! 1) 

dove le A' sieno funzioni continue e finite di tutte 
le variabili a"j x; . , . x„ , come si trova una fun- 
zione f di tutte queste variabili tale cbe il suo 
differenziale totale coincida con quello dato? Ed 
esiste sempre una tale funzione? 

In un problema di questo genere siamo anche 
capitati per incidente alla fine del capitolo pre- 
cedente. 

Noi troveremo che non è sempre possibile tro- 
vare una tale funzione ie, ma perchè essa esista, 
lo funzioni date X debbono soddisfare a certe re- 
lazioni. 

Incominciamo prima di tutto col supporre che 
le X sieno fioite e continue, e lo siano anche le 
loro derivate rispetto a tutte le Tariabili. Inoltre 
se esisto ? (a;, x, . . . x„ ) il cui differenziale totale 



Sa-, 


dx,+ 


8«,' 


ìx,+ 


ÓXn 


a coincidere 


con 


(1) è necessario che 


8» 
da:. 


= X, . 




= X, 





e considerando p. es., solo le prime due di que- 
sto formole, e derivando la prima rispetto ad x^ e 

la seconda rispetto ad a;, si ha: 

g'? _.dx, _ ?!_?_ _ d^ ,3. 

Pxac*!., Caltelo integrale. 11 
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Ora avendo supposto che le X sieoo finito in- 
sieme colle loro derivate prime, si ha in virtù delle 
(2) e (3) che sono fluite e continue le derivate di 
1." e 2." ordine di <p, e quindi sono soddisfatte le 
condizioni perchè le derivazioni rispetto alle due 
variabili Xi x^ sieno invertibili, cioè perchè sia 
(v. Calcolo diff., Gap. ir, § 7) 

onde possiamo dire che sarà anche: 

È chiaro che gli stessi ragionamenti possono 
Farsi prendendo a considerare due altro qualunque 
delle X. Onde accanto a questa condizione se ne 
hanno tante altre tutte dello stesso tipo, combi- 
nando le X a due a dne in tutti i modi poMibili; 

cioè si hanno in tutto — relazioni. 

Possono esprìmersi colla formola generale: 

^-^'- _ ^-^« (4) 

dee, d^r 

dove r, s prendono tutti i valori da 1 sino ad n. 

Dobbiamo ora passare a dimostrare che tali 
condizioni sono anche sufficienti ; cioè che se esse 
si verificano, allora esisterà sempre la funzione <f. 

Infatti consideriamo per un momento come co-. 
stanti le X;. , . x„ e calcoliamo: 



\ X,dx 



Coogk 
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il quale eaisterà sempre perchè Xi è ooQtiaua. Sia 
_Zyi l'integrale indefinito. Noi possiamo aggiungervi 
una costante arbitraria rispetto alla variabile x^, 
opperò tale coBtaate potrà essere una fanzione 
delle altre variabili. Allora l' integrale sarà rap- 
presentato da; 

f^ LiiXiX^ . .Xn) + '^lix^Xi.. . Xn) 

e resta a vedere se si può determinare la 'l', io 
modo che ? sia il richiesto integrale del differen- 
ziale totale. 

Ora il differenziale totale di ip è : 



||.,,(||,a4K. 



-r {- + ;r— da'». 

Se questo differenziale deve coincidere col dato 
(1) è necessario che la loro differenza sia zero, e 
osservando che 

si ha che deve essere: 

U-|^)<i:r,+... + (x,-|^Wa^»- 
V 9ai/ \ din) 

cioè la fnnaione ^i delle sole variabili a;^ . . . a;^ 
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).«. + . ..H-(jr,-||^)^.„ (5) 



38Bere determinata in modo che il suo diffe- 
le totale sia: 

' d-^ 

jorne '^1 uon contiene la variabile a^j , così è 
< in primo luogo che in questa espressione 
ève comparire più la yariabile ce, . Inoltre 
no eenz' altro verificarsi per questo nuovo 
inziale totale le candizioni da noi ;^à rico- 
ite necessarie per l'iute ^abilità. 

è facile dimostrare che in (5) non vi coni- 
e che solo apparentemente la variabile x,. 
ì facciamo la derivata rispetto ad x, di uno 
lefììcienti : 

la, derivando: 

dXr d 8L, 



d^i d^i d^*- 



(6) 



dXr d_dLi^dXr_dx, 

d'Bi dxr eia:, giKi gxr 

zero in virtù delle condizioni a cui suppo- 

che soddisfino le X 

toatriamo ora che in (5) sono soddisfatte le 
ioni di integrabilità. 



Inteffrazione dei differenziali totali. 165 
Si ha in forza delle condizioni poste: 

die, a». giCr dXs \ *■ aiTr/ 

e con ciò è dimostrata anche la seconda parto del 
nastro assunto. 

Allora sul differenziale (5) possiamo riapplicare 
daccapo il metodo già adoperato e cosi troviamo 
che 4'i ^f^i*^ eguale ad una funzione 

più una costante rispetto a CC^ che potremo porre 
eguale a ^^^(irs .. .^«). 

Così seguitando ci riduciamo ad un differenziale 
contenente una sola variahile tr», e che è quindi 
sempre integrabile. 

Si avrà ìnSne: 

ip = 7/1 'r Li+ .. . + Ln + costante 

dove la costante ora lo è nel senso assoluto, cioò 
costante rispetto a tutte le variabili. 

Si vede adunque che senza servirci di altre con- 
dizioni che di quelle poste nella formola (4) pos- 
siamo giungere alla ricerca di <?. Con ciò le (4) 
sono anche condizioni sufficienti. 



Come esempio prendiamo a considerare. 



,i,;ìIc 
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È facile vedere che la condizione d'integrabititìt 
i soddisfatta. 

Infatti 
' S y 1 2y^ _ cc* — y^ 



Per effettuare l'integrazione calcoliamo: 
-^dx-^ arco tang- + -f, (y). 



J^^+ 


■y^ y 


Formando 


ora l'espresaione : 


(.. 


- " ] ■'arate'" - 


^(., 




e integrando 


si ha: 




J2!,rfs = }' 


onde infine l'inìegrale è: 


arco tang +y^ + costante. 



C-xx-glc 



CAPITOLO VI. 

OEOUETBIA INTEGRALE. 



§ 1. Area delle curve piane. - Sia data una 

curva piana dì equazione: 

y - / (■«) 

consideriamo due punti AB di esaa, di ascisse «,^>. 
La porzione del piano compresa fra la curva, 
l'asse di ne e le due ordinate estreme dei punti 
A, C, la chiamiamo l'area della curva. 




È neoessario però fissare con piò precisioue la 
definizione di area. Perciò dividiamo l'intervallo 
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alli parziali Sr , o per o^i puoto di 
niamo l'ordinata corrispondente, 
.li intervalli eia pq dì ampiezza S,- e 
iorriepon denti incontrino la curva nei 

liti punto qualunque a sulla curva, 

, iM e m' e da esso meniamo la n n' 
is e formiamo Ìl rettangolo nn' pq 
a h np.pq cioè f {3i)%r cioè il pro- 
er il valore che la funzione f ha nel 

la somma di tutti i prodotti analoghi 
no tendere a zero gli intervalli 5,- . 
a definizione di integrale definito si 
mite di tale aomma (se esiste) non è 
le definito da k a p della funzione f{ai). 
è l' ordinata della curva data, e noi 
zhe essa sia continua o al più abbia 
Inito di punti di discontinuità. Ri- 
ora che per una funzione continua o 
umero finito di dÌBcon ti unità l'inte- 
] esiste sempre, si ha ohe 
lim ^f(x)Sr 

lim ^(n n' p g) 

eterminato. 

ì lo chiamiamo l'area della curva. 
naniera veniamo anche a vedere come 
egraie ci dà un mezzo per calcolare 
cioè calcolare l'integrale definito: 

f(x)d;C 



J yd' 

esBendo: 

Se lasciamo iadeterminato il limite superiore 
p s ìb e lasciamo fisso il lìmite inferiore, il che 
equivale a lasciar iìaaa la prima ordinata estrema, 
e a far variare 1' altra, allora per ogni posizione 
<1ì quest'altra ordinata ei ha un valore dell' area, 
cioè l'area « può couaiderarsi funzione di ce. 

Essendo la f una funzione continua, noi Bap- 
piamo che la derivata della funzione integralo è 
precisamente la funzione sotto il segno, onde pos- 
siamo conchiudere che la derivata dell'area rispetto 
ad X non è altro che il valore dell'ordinata della 
curva. 

Per questa analogia che c'è fra il calcolo delle 
curve piane e gli integrali Bemplici delle funzioni 
continue, tali integrali ei chiamano anche quadra- 
ture, giacché si suol dire quadrare una curvatura 
piana il calcolare la Bua area. 

Passiamo ad alcuni esempi: 

1." Si abbia una iperbole equilaterale la cui 
e<]uazionG riferita a' suoi aasintoti è, come è noto, 

essendo m^ una costante. Coo'jk 
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ogliamo calcolare l'area ^ B « P che avrà per 
izione : 

pdcc 



e da: , 




M = m* (log P — log «) = lY^ log — ^, 

>ra supponiamo in particolare che la costante 
eia 2, e che A sìa il vertice dell'iperbole. Al- 
i « (ascissa del punto A\ sarà 1, perchè nel ver- 
t dovendo essere .-r, y uguali, e dovendo essere 
lale ad 1 il loro prodotto, ciascuno di essi 
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Onde resta: 

w = log p 
«ioè ì' area è misurata dal logaritmo neperiano 
dell'ascissa % 

Per questa ragione i logaritmi neperiani si cLia- 
mano anche iperbolici. 



%" 9i abbia il cerchio: 

3;* + s»* = 2* 
■ BÌ voglia calcolare l'area SOPQ. 




Dobbiamo calcolare: 

ydx= I ■ilr 



dove i limiti sono Ab. x = sino t.Ax=OQ ohe 
laecieremo indeterminato, cioè scrireremo: 



Ca>o^ì\^ 
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)lerenio prima l'integrale indefinito, e poi 

in esso una volta per (C il valore iC e poi 
il valore zero e sottraendo i due risultati 

1 l'integrale definito. 

calcolare l'integrale indefinito usiamo prima 
loia d'integrazione per parti e abbiamo 

W^^dx = a;^'^^^^^ + f 7=^ (1) 



e r r* — a;* 

"' J^r^—3^ J \/ r* - :r* 

dando (1) con (2) si ha; 

— a^dx^-- OS 'J r' — x^-\ are een - 

2 X r 

lè per ar = il secondo membro è zero, così 
risultato rappresenta esattamente ancbe 
'ale definito da a a;, 
servi che poiché il triangolo OPQha, proprio 



ha che l' area del settore circolare OP S 
da: 



^ Go<,,l. 
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'à." Si voglia ora calcolare l'area di una curva 
(li equazione: 



dove n,m aono due numeri razionali tiualunque- 

Le curve rappresentate da queste equazioni 80i 
dette in generale parabole. 




Calcoliamo OP^. Si ha: 
I ydco=p \ X dx^ 



cioè ricaviamo il risultato, che l'area parabolica 
P e sta air area del rettangolo OSPQ^xy 
come n sta ad m + n. 
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e dal 
biamo 


rettangolo 


togliamo r 


'area 


pa- 


1~- 

t m 


^h^"- 


■» + »"' 






m4 


7^"' 








OPQ 


n 








OSP~ 


m 







aboia divide il rettangolo S PQ nel 

n a, m. 

della parabola conica « = 2, jh iz J, 
iin teorema noto di Geometria analitica. 
iBÌderiamo ora le curve di equazione: 

•e bì chiamauo iperboli, e hanno come 
olare l' iperbole equilaterale ordinaria 






I a; = 



ricava intanto che l'area compresa fra 
e r ordinata P Q sebbene si estenda 



fino all'infinito perchè la curTft incontra l'aase di 
y airinfinito, (l' asse di J/ è un assintoto della 
curva) pure tale area ha una ampiezza finita. 




Inoltre togliendo da tale area quella del rettan- 
golo xy si ha : 



area{SP* 
ì quindi 



\n-m )_ 



OQPao _ «^ 
Spoo ^ m 

cioè anche qui si ha un teorema analogo a quello 
del oaeo precedente. 

5." Si voglia ora l'area dell'ellisse: 



o^ j* -i- ò^ a;* = o^ b^. 



Coo^^k 
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i deve calcolare 

I ydx^ — I \1 a^ — x' dx. 




tra l'area corrispondente al cerchio di raggio 
(zza cioè l'area B' P" Q non è altro che: 



O BPQ __ b 
OB'FQ a ' 

Quindi per trovare l'area del quarto dell'ellisse 
1 c'è che da trovare l'area del quarto di cerchio 



Area delle curve piane. 
che è -j- IT a* e moltiplicarla per — -, il 
dà — « a 6. Onde l'ellisse ha per area 
■t ab. 



6." Fassiarao ora a studiare una curva assai 
interesBante ohe gode di proprietà assai notevoli, 
la cosiddetta cicloide. 




Fi(?. T. 

Ecco la generazione meccanica di questa ourva: 

Immaginiamo un cerchio che rotola su di una 
retta fìssa. 

Uno de' suoi punti P cominoia eoli' essere il 
punto di contatto del cerchio colla retta, poi si 
eleva, e descriverà una curva come OPJtfS, e 
poi se il oerchio continua a rotolare, descriverà un 
altro ramo simile, e cosi airinfloito. 

Vogliamo prima di tutto trovare le coordinate 
di un punto qualunque P della cicloide. 

Scegliamo per asse di ic la retta su cui rotola 
il cerchio e per asse di y la retta perpendicolare 
e passante pel vertice della oicloìde. 

Pascil, Calcolo inleffralt. 13 
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Consideriamo la posizione del cerchio corrispon- 
dente al punto P. 

Congiungiamo P con C e chiamiamo 9 ,1'angolo 
al centro PCQ. Allora: 

a;—OT=OB-TB=OB-PQ. . 

Ora eTÌdeiit«mente la lunghezza rettilinea O B\ 
è quanto l'arco circolare PB, cioè è uguale a r",] 
e inoltre i*0 = r8en9, chiamando r il raggio' 
del cerchio, onde 

a: = r (9 — sen e) 
Inoltre 

y^PT=CB-CQ^r~ra<ìB^ 
cioè 

y = r{l~cm 9) 

Se fra queste due relazioni si elimiuasse 9 bì 
avrebbe l'equazioue della cicloide. 

Vogliamo ora prima di tutto dimostrare una 
proprietà fondamentale della tangente alla cicloide. 

Se meniamo Ìl diametro verticale AB, g eon- 
giungiamo P col punto più alto A, o col punto 
più basso B\ abbiamo rispettivamente la tangente 
la normale alla cicloide nel punto P. 

Per questo basta far vedere che l'angolo che 
PA forma con a; è Io stesso dell'angolo che la 
tangente deve formare con x. 

Essendo evidentemente -^ 9 l'angolo PA C si 

ha in primo luogo che l'angolo di PA con ir. è 

il complemento di -^ 0. 
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D'altra parte la tangente dell'angolo che la tan- 
gente geometrica in P fa con x, è data da -^. 

Poiché nel nostro caso a?, p sono eapresae in 
funzione del parametro 8, per calcolare -;— , cal- 
coliamo il rapporto delle derivate: 
dy dx 



d8 



Ora 



~r-^=r aen e = 2 r sen^r ^ eoa -r- < 
rt B 2 2 



dy 

(lv__d^ __ 
dx dx 



tang-5 



cioè r angolo della tangeute con X è proprio Ìl 
complemento di — - 6, e quindi la tangmte geo- 
metrica coincide con la retta FA. Si ricava allora 
anche che PB è normale. 

Passiamo ora a calcolare Yarea della cicloide. 

Perciò facciamo un miatawento di assi traapor- 
tandoli parallelamente a se stessi in Bx,By. 
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lora la nuova x sarà aguale all' antica w ài- 
Ita di ^ = ir r, e la nuova y sarà uguale 
diminuito dell'antica y, cioè si ha: 



a: = 7- (9 — aen 8) - 
y = 2r—2r een' - 

= 2 r C08* - e 



B S 

A M 



= r (1 — coB 6) ^ 2 r aea* -^ 9 



= — 2 r Ben -^ 8 eoa ~ 5 



Area delle curve piane. 



onde 














dx 
dy 


dx 
51 
dj, 
d» 




= - 




L'i 


irea 


BFQè 


data da 










BPQ = j' 


ydx 





Se GOstniÌBsimo per y ^ dx i loro valori 
prendendo per variabile iDdipendente 6, allora 6Ì 
avrebbe da integrare una funzione traecendente ; 
invece possiamo far vedere che ai ha da integrare 
una funzione algebrica purché si prenda per va- 
riabile indipendente la y. 

Allora la funzione da integrare è 
dx 

cioè si ha (poiché per x = sìha. anche j/=0): 

Ora se volessimo calcolare l'area BQ'P' rac- 
chiusa dal cerchio generatore della cicloide si ot- 
terrebbe esattamente la stessa formola, quindi 
possiamo concludere che 
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Onde tutta l'area B AM sarà uguale al rettau- 
solo Ai B Av AM diminuito dell' area del semi- 
cerchio B P' A cioè 



e quindi tutta 1' area della cicloide è 3t', cioè 
tre volte l'area del cerchio generatore. 

§ 2. Arco di curva piana. — Immaginiamo una 
curva continua e la cui tangente fra i punti A,B 
3Ì muova con continuità o anche abbia un numero 



Fig. 8. 

finito di punti di discontinuità. Allora chiameremo 
arco della curva fra ì punti A,B, la lui^ghezza 
di un filo flessibile che ai adagi esattamente lungo 
la curva e termini nei due punti A, B. 

Occorre però dare una defiuiitioac più esatta 
dell'arco di curva, 

Immaginiamo l'intervallo da « a ^ diviso in tanti 
intervalli parziali V e sia a' h' uno di tali inter- 
valli. 
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Meniamo dai punti di divisione le diverse ordì 
nate, cioè le parallele all'asee di y. Queste incon- 
treranno la curva in altrettanti punti come m, n. 
Scegliamo sulla curva un punto intermedio fra 
due punti m,n e aia e e meniamo in esso la tan- 
gente alla curva, e limitiamola fra le due ordinate. 

Ripetendo questa operazione per tutti gli inter- 
valli B^ , e facendo la somma di tutti i tratti ret- 
tilinei come a b, il limite di tal somma, quando 
gli intervalli S^ tendono a zero e il loro numero 
cresce all'infinito, lo chiameremo l'arco della curva 
fra A e B. 

Dobbiamo far vedere ohe, per le condizioni poste 
riguardo alla natura della tangente della curva, il 
limite, di cui si parla, effettivamente esiste. 

Prima di tutto cerchiamo dì trovare la espres- 
sione analitica dell'arco. 

Il lato a b è uguale alla sua proiezione a' b' 
divisa per il coseno dell'angolo che o ò fa coll'asee 
3^, cioè: 







«4 


eoa fl 








Ora 




coaO = 


1 










Vl + tg'« 




onde: 


a 


6 = 0' 6 


•J 1 + tang> 


e. 






Basendo 
punto e, ai 


la 
ha 


retta a 


b tangente 


alla 


curva nel 






tang 


=(^1 




C>. 


ojjlc 
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intendendo oon ( -r^ 1 la derirata calcolata pel 

\da} h 
puato e, che è un punto di ascietis intermedia fm 
i dne punti a, b. 

Ponendo poi à' b' ■> 8r- bÌ ha che la definÌEÌotie 
dell'arco è espresea dalla formola: 



\/^^'. 



j = lim^ 



Dove la somma bÌBOgna estenderla a tutti gli 
intervalli Sr da « a p, e il valore della funzione 



MW 



bisogna prenderlo ogni voUa per un certo punto 
la cui ascissa è compresa uell'interTallo ^r • 

Si Tede dunque ohe a resta defìnito precisamente 
mediante l'integrale corrispondente aJla thozione 






Poiché per ipotesi la tangente della curva si 
muove anche oon continuità o al più ha un nu- 
mero lìnito di discontinuità, cosi la funzione 



Mt^- 
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sarà una funzione contìnua di ^ o al più con un 
numero finito di discontinuità, e quindi sèi' in- 
tegrale dì aaa funzione continna o generalmente 
continua, e perciò tslsterà sempre. 

Considerando fìssa l'ascissa « e variabile l'altra 
ascissa ^, e ponendo £o per ^, si ha ohe l'arco s è 
una funzione dì ;r e la sua derivata rispetto ad x è: 



^■=\R 



I{«sta cosi risoluto il problema del oalcolo del- 
l'arco di una curva. Questo problema si suol chia- 
mare quello della rettificazione delle curve, come 
il problema dell'area si suol chiamare il problema 
delle quadrature. 

Immaginiamo un arco e la sua corda rettilinea. 
Lasciando fisso uno degli estremi A e facendo 
avvicinare l'altro estremo ad A, l'arco e la corda 
dÙDÌnnisoono indefinitamente. Si può dimostrare 
che il limite del loro rapporto è l'anità, proprietà 
di cui già ci siamo serviti nel calcolo differen- 
ziale. 

Infatti si può dimostrare che la corda contata 
dal punto fisso A considerata come funzione del- 
l'ascissa ha la stessa derivata di s nel punto A: 

Poiché chiamando ^x,^y\e differenze fra le 
coordinate corrispondenti dei due estremi della 
corda si ha: 
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~-M^^ 



e faceodo convergere A a; a zero tenderanno a zero 

anche '^ y e e, e -: — , . ■ tenderanno ai valori 

delle derivate delle funzioni y e e riaiietto ad x 
dunque la derivata di e rispetto ad X è: 



e quindi 



il 



La Ibrmola data aopra per il differenziale del- 
l'arco di una curva piana vale nel caso delle coor- 
dinate rettangolari. Nel caso delle coordinate obli- 
que formanti fra loro l'angolo ^ si può trovare 
una forinola analoga. 

Infatti col medesimo procedimento possiamo tro- 
vare che allora la derivata di s rispetto ad X è; 

dx V \dsc} dee ' 



e quindi: 



caso delle coordinate polari. 

Siano p,^ le coordinate polari di M. Noi possiamo 
ricavare la formola per il difTerenziale dell' arco 
trasformando in coordinate polari quella ottenuta 
avanti io coordinate rettangolari. 

Le coordinate at, y si esprimono mediante p, 9 
colle formolo: 

a: = p eoa 9 , ,'/ = p een 9 
donde : 

dx= — pa&aid^+ oos d p 
d y = p eoa 9 rf + sen 9 d p 
e quadrando e sommando 

dx' -h dy' = ?''d^^ + dp' 
onde 

d3 = yptd9» + rff». 



Mediante il differenziale d s possiamo esprimere 
in modo assai semplice i coseni e seni di direzione 
della tangente alla curya. ' 

Infatti se 6 è l'angolo che la tangente fa col- 
l'asso X, ai ha: 



Coo^k 
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-, dy dy 

\l dx* + dy* as 

C08 9 = 



■Jdx^ + dy* **s 

Abbiamo detto aTanti che l'amo pnò conside- 
rarsi come una fnnàone dell'aaoiua m. Vicereraa 
dato l'arco (contato da una origine fisia) è deter- 
minato il ponto della ourTa ohe è l'altro estremo 
dell'arco, e quindi sono nnioamente determinate 
le x,y. Onde le due coordinate cc,y poesono con- 
siderarsi come funzioni dell'arco s che potrà dun- 
que assumerai come Tariabile indipendente. 

Allora l'equazione della curra potrà sempre 
immaginarsi sotto la forma: 
a? ^ t (s) 
y = + (3) 

salYO poi a determinare nei singoli oasi la forma 
esplicita delle due funzioni r, ^. 

Dalle formole superiori riaulta allora che le 
derivate ^ SB,y rispetto ad s non sono altro che 
i coseni e i seni di direzione della tangente alla 
carra. 

Dalla forinola: 

d^=-dx* + dy* 

prendendo a per variabile indipendente e dìfferen- 
aiando un'altra volta, e osservando che U s^ooodo 



differenmale di s deve ritenersi zero, si ha la 
forinola: 

ds ds^^ ds da' 

che sussiste quando X, y si oonsiderano funzioni 
dolla variabile indipendente s. 

Passiamo a qualche esempio: 

1," Vogliamo trovare l'espressione dell'arco 
di cerchio di raggio r. 

L'equazione del cerchio ^a: 

»' + y^ — r* 

Allora 

dy 2^ _ _ ic 

dx~ iy" y 
onde 

= ""■ y. 

Integrando si ha: 

s= r arco eos — + C 
r 

Se vogliamo cominciare a contare l'arco dal 
punto (j/ =^ 0, i» = J-) cioè dall' estremo a destra 
del cerchio, allora si ha che per x = r \a, s deve 
essere zero, e quindi C = 0, onde resta solo 

X 

s= r aroo cos — 
r 

che à k nota espressione dell'arco di cerchioni , 



ds ,/, a;' 1 ,- 
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2." Si voglia oalcol&re l'arco della spirale lo- 
j^aritmica la cui equazione iti coordinate polari è 



Integrando sì ha: 

s^^f2^ + C = ^/'2p - C. 

Per determinare C osserviamo che volendo in- 
cominciare a contare l'arco s dal punto corrispon- 
dente a p :== J e 9 = (cioè per tali valori di p e 
ponendo s = 0), la costante C acquista il valore 
— \/ 2, onde infine : 

3." 9i voglia rettificare la parabola di equa- 
zione : 



d oc y 2 ' dy p . 



Arco di curva piana. 



'-!f 



Ora ci coiiTiene trasformare questo integrale in 
modo che la variabile iadipendonto aia y. Si ha: 



1 f ri ; , 



e volendo cominciare a calcolare gli archi dal 
vertice della parabola dobbiamo estendere l'inte- 
ijrazione da y ^ sino ad y. 

Per calcolare questo integrale facciamo prima 
l'integrazione per parti e abbiamo: 

1 ,_ — . 1 r y^dy 

Ma d'altra parte 
onde infine ai ha 

Resta quindi a calcolare quest'ultimo integrale. 
Ora nel Gap. Ili, § 4 abbiamo in generale calco- 
iato l'integrale ; 
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di cui il nostro noD è che un caso particolare, onde 
applicando la formola trovata si ha: 

come del resto è facile rerificare. 
L'arco della parabola risulta così dato da 

'= 2« +-o-'08 



4.** Si voglia calcolare la lunghezza dell'aroo 
dell'ellisse : 

a^ ^ b' 

Le coordinate dì un punto dell' ellisse ni pos- 
sono esprimere in funzione di un parametro nel 
seguente modo: 



rfy _ 

d<f 

ì quindi prendendo per variabile indipendente f. 
8= \ \/ a* 008* f + b' aeu^ ? 4 9 = 

■~a\ l/l i — sen'fp df 
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e in quanto ai limiti dell'integrale noi porremo i 
limiti A& X =0 sino a X qualunque, ciò che dà 
rispetto a i- i limiti da ^ = (? sino a f qualunque. 

Ora qualunque artificio potessimo usare per cal- 
colare questo integrale si può mostrare che non 
poaaiamo mai riuscirci coi mezzi ordinari, cioè 
tale integrale non è esprimibile eotto forma finita 
niedianto le ordinarie funzioni che conosciamo, 
le razionali e le irrazionali algebriche, le logarit- 
miche, le trigonometriche e le esponenziali. 

A tali integrali noi abbiamo accennato nel Ca- 
pitolo III, § 4. Essi sono chiamati integrali ellit- 
tici appunto perchè, come si vede, servono alla 
rettificazione dell'ellisse. 

Per il oaleolo di essi si potrà ricorrere all'inte- 
grazione per serie. Vedi perciò il § 2 del Capi- 
tolo ITI. 

5." Si voglia la lunghezza dell' arco della ci- 
cloide. 

Assumiamo gli stessi assi coordinati che nel 
paragrafo precedente. Abbiamo trovato che 

dx_ Hr — y 

dy iij 

onde prendendo y per Tariabìle indipendente si ha: 



JV-^^"-/Vf^^ 



onde 



s = 2'j2r\/y- 
PiaciL, Calcolo inlegralt. ' W^ 
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Dunque la lunghezza dell' arco B P (ved. fig. 
nel § 1) è uguale al doppio delift retta B P' la 
cui lunghezza è esattamente <ij2ry. 

Per y ^2r si ha s = 4 r, che la lunghezza della 
mezza cicloide, esprimerà- 

§ 3. Arco di una curva storta. — Immaginiamo 
il Begmeuto di curva storta AB, a> tangente con- 
tinua. Le ascisse dei punti estremi sieno a, 8, e 
dividiamo il segmeuto rettilineo * Mn un corto 
numero di segmenti parziali, come a"h'' = h,: 




V\g. 10. 



Per questi punti di divisione meniamo i piani 
perpendicolari all'asse x come aa\ bb", . . . Questi 
piani tagleranno la curva in punti a", b"\ ... in- 
termedi fra i punti A B. 
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Meniamo la tangente alla curva in an punto 
e iutermedio fra a''' h"\ e arrestiamo questa tan- 
gente fra i due piani paralleli; abbiamo cosi il 
segmento rettilineo a b. Operando nello stesso modo 
per tutte le altre zone, si ha un assieme di seg- 
menti come a b, ed evidentemente tali segmenti 
tendono a zero quando i segmenti a'' b" — S,- ten- 
dono a zero. 

Ora il limite della somma di tutti i segmenti 
come a è, quando gli intervalli Ò,. tendono a zero 
mentre ìl loro numero aumenta indefinitamente, 
è ciò che diciamo arco di curva fra A e B. Dob- 
biamo far vedere che tale limite esiste, e ciò lo 
otteniamo al solito mostrando che esso è espri- 
mibile mediante un integrale di una funzione con- 
tinua, generalmente continua. 

Troviamo l'espressione di a 6. 

Chiamiamo ;, i, K gli angoli che la tangente ali 
fa con gli assi coordinati; evidentemente 



Ma 
donde 



dunque 



ab=- 



.- cos^ 1 -I- coe^ ^ -- 1 



eoe ; V "os" ; eoe* ; 
V oos' ; 



eoa' C 
; ■ cos*5 



G<,<vslc^ 
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Ora poesiamo mostrare che 

coB >i eoa ^ 



si esprimono modiaiiÈe-le derivato lìì y a :: ri- 
spetto ad ce. 

Infatti sul piano £C y la curva storta si proietta 
in una curva piana A! li', e la tau^eute ab si 
proietta nella tanf,'ente a' h' alla curva piana. 

Chiamando S,.,e^ le proiezioDÌ à\ ah sugli assi 
^ e y, si ha che 8i- , s,- sono anche le proiezioni 
di (( b' sugli stessi assi. 

Si hanno quindi le forinole: 

cos ; =^ - *, 
a b 



e chiamando V ,t\' gli angoli di a b' cogli assi cci^ 
si hanno analogamente le altro due: 



cos 1 = -rr: 
a b 

donde 

cos li' «r 008 1 

cos ?' ^r cos \ ' 
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è la tangente dell'angolo 5' che a b' fa con ìb, la 
qual tangente è anche eapresea da -7^ (essendo 
ab' tangente alla curva piaua). dunque; 

COB i dy 

eoa 5 dx 

intendendo che questa derivata bisogna natural- 
mente calcolarla pel punto di contatto di a h. 
Analogamente si può trovare che 



e quindi, chiamando a l' arco A B, si ha per de- 
fìntKione: 



Questa formola ci dice che s si esprime me- 
diante un integrale, e propriamente 

Avendo supposto che il segmento di curva Al) 
abbia la tangente continua generalmente conti- 
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nua si ha che -^ — , -;— che dipeudono appunto 

dalla direziono della tangente, sono funzioni con- 
tinue, o generalmente continue e quindi l'integrale 
s esiste sempre. 

Inoltre la derivata di s rispetto ad ■■» {supposto 
il limite superiore P variabile, e posto x in luogo 
di p) sarà in generale proprio la funzione sotto 
il segno di integrale, cioè 

donde ricaviamo pel difFereuzialc di s la foruiola: 

ds = 'Jdx^ + dy'' ^ dz^. 

Anche qui si potrebbe dimostrare, come nel caso 
delle curve piane, che il limite del rapporto della 
corda all'arco tende ad 1. 



Ci è utile fare un'altra osservazione. 
Noi abbiamo trovato avanti che: 

essendo \ l'angolo che la tangente alla curva fa 
con l'osse di x. 
Di qui si ha: 



C.o<,glc 



Analogamente 



_dy 
d a 



Jfediante dunque il differenziale d a noi possiamo 
esprimere i coseni di direziono della tangente: 
ciò 6 analogo al caso deile curvo piane. 

PaBsiamo ad un esempio: 





A-^^i^ 



Fitr. 11. 

Immaginiamo un triangolo rettangolo A B C e 
un cilindro retto a baso circolare, e avvolgiamo 
il foglio del triangolo attorno al cilindro in 
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modo che la base venga a coincidere con la cir- 
conferenza della base del cilindro. Allora l'ipote- 
nusa ^C segnerà sulla superficie del cilindro una 
curva storta che si chiama elica. 

Troviamo le cooi'dinate di uu punto P dell'elica. 
Scegliamo per assi di a?, y duo rette sul piano 
della base, fra loro perpendicolari e passanti pei 
punto 0, e per asse z l'asse del cilindro. 

Le coordinate di P saranno 

a)=OM y = MQ z = QP 

Evidentemente spiegando il cilindro, il triangolo 
curvilineo A Q P diventa il triangolo rettangolo 
A Q P GoWaagoXo eostante ?; cioè: 

PQ ■=■ arco A Q tang 9 =: r . 9 . tang 9 
E inoltre 

jtf9 = »-8enB , OM~rcoB<i 

chiamando r il raggio del cerchio base. 

Così sono trovate le coordinate di un punto del- 
l'elica, cioè: 

i» = r cos 6 

y = r sen 

z = tang f . r . 8 

Di qui si ha che 

dy 

dy rf 6 eoa 1 

dx~'dx seni 
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d z 

d z de __tang 9 

dx"" dx ~ aen 9 

o quindi: 

*en9 " ^ Beni 



seno 
Onde essendo 



ai ha: 

r^ 

3 = — I rv/l * tang*¥dO = -»-0(/H-tg*f tCost. 

Ora volendo cominciare a conteire gli archi s 
dal punto A, si ha che 8 = per 9 = e quindi 

CoBt. = 

e resta quindi 

s = - r 9 ^/ 1 -h tang^ ? Go<wl>j 
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E<I essendo 

C08? 

rO = AQ 
B\ vede che, a mono del segno 

.=^ 

COB? 

come risulterebbe immediatamente dalla consìde* 
razione del triangolo rettangolo APQ, essendo s 
non altro che la lunghezza tleiripotenusa A P. 

§ 4- Area delle luperficie. — Immaginiamo nna 
Buperfìcio di equazione z^^afiey) e limitata da 
una linea chiusa ad un sol contorno / Is quale ai 
proietti sul piano xy in una linea chiusa ad un 
sol ramo. 

Vogliamo definire che cosa s' intende per area 
della superficie limitata dalla linea chiusa. Sup- 
porremo che la porzione di superficie sia tale che 
una retta parallela a z non la incontri ohe in un 
punto solo. 

Facciamo nel piano ^ ^ il rettangolo coi lati 
paralleli agli aasi <p, y e circoscritto alla linea 
chiusa proiezione di quella che limita la superficie. 

Dividiamo uno dei lati di questo rettangolo in 
intervalli parziali ^r e 1' altro in intervalli S'g , e 
meniamo le parallele agli assi pei punti di divi- 
sione. Allora tutto il rettangolo AB CD Terrà 
diviso in tanti altri rettangoli a hcd di cui alcuni 
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resteranno compresi dentro la curva chiuBa, altri 
resteranno in parte dentro e in parte fuori, altri 
totalmente fuori. 

Consideriamo solo quelli che sono totalmente 
dentro alla curva chiusa, e oleriamo su di essi, 
presi per basi, altrettanti parallelepipedi retti, 





Vie. 12. 

i quali andranno a spezzar» la superfìcie in altret- 
tante parti; prendiamo un punto sulla superficie 
interno a ciascuna di queste parti, e per esso 
meniamo il piano tan^^entc alla superficie, del quale 
consideriamo solo quel quadrilatero che su di esso 
resterà determinato dal parallelepipedo corrispon- 
dente. 
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Il limite della somma di tutti questi quadrilateri 
quando gli intervalli S,- , 5^ diminuiscono indefinita- 
mente, mentre il loro numero aumenta, è ciò che 
diciamo Varea della superfìcie. 

Ciascuno ài tali quadrilateri è uguale alla sua 
proiezione, cioè al rettangolo S^5', , diviso pel co- 
seno dell'angolo che il piano tangente fa col piano 
di xy 0, ciò che è lo stesso, per il coseno del- 
l'angolo che la perpendicolare al piano tangente 
fa coll'asse s. 

Chiamiamo ;, ti, t gli angoli di direzione della 
perpendicolare al piano tangente, e allora uno dei 
quadrilateri sarà: 



si ha: 



^ E + eos* V C08* 5 = 1 



-i/l cos'I eoa*') 

"V cob^C'^'cos'ì: 



W 



, , cos* 5 , eoa* i] 

l + - " ■ A - y + ■ — r-p, 

cos" i, eoa' C 



Ora cercheremo di trasformare il radicale- 
Per il punto di contatto del piano tangente me- 
niamo il piano parallelo al piano iC 2, il quale 
taglierà la superfìcie lungo una curva e; e il piano 



Area delle superficie. 205 

tanij^ente luu^i^o la tangente t a tale curva; l'equa- 
zione di tale curva e sarà la stessa equazione della 
superfìcie quando si consideri y costante, (uguale 
cioè alla distanza del piano della linea dal piano 
a; z). Sieno a', [J', •{ gli angoli di direzione della 
tangente t alla curva e ; allora evidentemente, poi- 
ché tale retta t sta in un piano perpendicolare 
all'asse y, si ha eoa P'=:0, e inoltre a' e y' fra loro 
complementari. 

La perpendicolare al piano tangente sarà per- 
pendicolare alla retta t, e quindi fra i coseni di 
direzione sussisto la relazione: 

cos X eoa a' + eoa 'i eoa P' + cos ^ eoa t' =; 



la quale diventa 








coaU 


OS ■>■' -\- eos ? cos t' ~ 


--0 


donde: 




30sS^ cobt' 

30a i; cos a' ■ 




Ma 










eoa 


i^="^'=-'«"^- 




e inoltre 




—Il 




duoque 




cos ; __ d z 

008 ! ~ 3iC ' 
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Analogamente ai troverebbe 

008 -1 (/ « 



e quindi la euperfìcie di S resterà detìnita dalla 
forinola: 

Per la detìuizione che abbiamo dato di integrale 
doppio, si vede di qui che 



la quanto ai limiti d' integrazione non e' è che 
ripetere le steaae considerazioni fatte a suo tempo 
a proposito deg^li integrali doppi. 

Poiché noi supponiamo che la superficie sia 
continua e il piano tangente in tutta la porzione 
di superficie che ai considera si muova con con- 
tinuità, così la funzione 



sarà una funzione continua ài wy. Onde l' inte- 
grale doppio esisterà sempre. 
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Resta COBI al solito non solo dimostrata l' esi- 
stenza del limito del sommatorio, cioè dell'area 
della superficie giusta la definizione da noi data, 
ma anche trovata la forinola colla quale la si può 
calcolare. 

§ 5. Superficie di rotazione. — Nel caso delle 
superficie di rotazione possiamo facilmente ridurci 
ad un integrale semplice potendo in quel caso ese- 
(^uire una dello due integrazioni 

Immaginiamo sul piano z x ì& curva di equa- 
zione 





2 = 

\ 


■?M 




\ 


P' 






>N, 






' 



Fig. 13. 

che rotando intorno all'asse z genera la superficie 
di rotazione. 

Nella rotazione il punto F serberà distanza co- 
stante dall'asse z (tale distanza sarà sempre x') e 
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altezza costante sul piano s :/, per modo che la s 
del punto Pia una posizione qualunque sarà sempre 
la stessa z del puuto P del piano xz. 

Inoltre la x sarà in oi^ni posizione di P la ra- 
dice di x^ + >/^ se eoo X, y indichiamo le coordi- 
uate di P nello spazio. 

Per avere dunque l'equazione della superficie 
basta porre nell'equazione della curva 3:' = >/x*+y^, 
onde l'equazione della superficie è 

Ijc derivate parziali dì s rispetto ad .t e ?/ sono 

dy * ^^ ^ ^x^+ff 



La superficie diventa adunque: 

S-JJ ^TT^^W^+7)d^dy. 

Immaj^iniamo che il ramo dì curva piana che 
rota intorno a z sia ^ £ e l' ascissa di B sia x' ~ r. 
Allora il contorno della superficie sarà il cerchio 
descritto da B, il quale si proietterà sul piano arjr 
in un cerchio eguale di raggio r. 
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Dorendo estendere l'iategrazione ia modo che x, y 
percorrano tutto il quarto di cerchio compreso fra 
gli assi xy dobbiamo fare l'integ razione rispetto 
ad y da y -=0 fino a y = ^r* — a;* e l'iategrazione 
rispetto ad ic da x^O sino ad x^r. 

Facciamo ora un cambiamento di variabili nel- 
l'integrale rispetto ad y, ponendo la yariabìle x' 
in luogo della Tariabile y, cioè ponendo: 



Allora la funzione da integrare direntaV li-*' \x') 
e per trasformare l'integrale bisognerà moltiplicare 
tale funzione per la deriyata dell'antica variabile y 
rispetto alla nuova x', cioè per : 



dy __^ ^ __ 
dx' ~ y ^ X 
Onde l'integrale diventa: 



«Wl + ^"*{x)dx' 



e queste due integrazioni bisogna estenderle iu 
maniera da comprendere tutti i punti del quarto 
di cerchio di raggio r. 

La integrazione rispetto ad x la estendiamo da 
x = sino ad a; = x\ e quella rispetto ad x la 
estendiamo da a;'= sino ad x'=^r. 

Ora 



J ^Ix-'^-x^ l a:'j„ 2 

Pascal, Caic<^ iniegrnle. ^ '^'ii^''- 
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onde il doppio integrai 
semplice : 



eguale ail'integii.. 



Se Togliamo tutta la superfÌGÌe di rotazione in- 
torno A è chiaro che baeta moltiplicare per 4 questo 
risultato, e quindi si ha infine 



S = 2^J 



ic' V 1 -^ ?'* {x') d x' . 



Si vede dunque ohe nel caso della superficie di 
rotazione l'integrale doppio si può ridurre ad un 
integrale semplice. 

Si può far vedere che ^1 + =p'^(«') non è altro 
che l'inverso del coseno dell'angolo che la tan- 
gente alla curva generatrice forma coli' asse di x. 

Giacché la tangente di tale angolo è evidente- 
mente : 



dz 



=?■(«=■) 



Vl+tg»f 



v'i + j"!.')' 



Coo^k 
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'§'6. Zona sferica. — Vogliamo trovare la super- 
ficie di una zoaa sferica compresa fra un piano 
tangente alla sfera in un punto .^ e un piano paral- 
lelo. 

La curya generatrice sul piano s x in questo caso 
è un quarto di circonferenza di raggio E, ae li è 
il raggio della sfera. Sia B il punto in cui questa 
circonferenza è tagliata dal dato piano parallelo 
al piano tangente, e A' il punto in cui il mede- 
simo piano taglia l'asse z. 

Poniamo B A' ^^r e applichiamo la formola pre- 
cedente dove <p sia la funzione 



) quindi 



^ = ?M- 


-^If-x" 


i M = ■ 


X' 


^R'-x" 




,,— «— 


<li + ')•'{< 


^»-a,' 


allora 





L'area della zona è dunque: 

Volendo tutto l'emisfero poniamo in questa for- 
mola ■!■ = 7i e si ha 3-- 7*^, come si sa dalla geo-, 
metria elementare. 
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§ 7. Superficie dell'ellisseide di rotaziene. — Oon- 
sideristno nel piano xz l' ellÌBse AB che roti in- 
torno all'asse maggiore te. 

Sia la sua equazione 



T + TT 
Si la: 

^l+fM=\/l+[^"' 

_ J_ 

~ bz 



-1. 



Ida: J 



^o'-Co"- 



0, introducendo l'eccentricità dell'ellisse, cioè: 
a'-i' 



</l + f"{xl = j-Ja'-e'!^ 



: quindi 



ii^-„T 



■?dz. 



Facciamo un cang:iameiito di variabile ìndipeD- 
dente, cioè preudiamo per variabile indipendente 
ia e in luogo della x'; allora dobbiamo moltipli- 

care la funzione da integrare per-r— = ^7, 
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onde 8i ha, a meno del Beg:no: 

S = 2^ \ ^\/a'-e'z^ds. 

Ora noi Bappiamo ^à che: 
I ^ 1 — ('rf i = -^'J l — f + -;;^ arco Ben ( 



e perciò fra i limiti (J e z si ha: 



jS = ^ — Izv'a' — e*3!* + -xr -■ areoaen — z\ 
a[ 2 e ai 

Per z = o ei ha la auperflcie del mezzo ellia- 
aoide, cioè: 

~ //' H — — arco sen e. 
e 

Per e — e quindi: 
BÌ ha 

che è la superfìcie della semisfera. 

§ 8. Volumi racchiusi da superficie. — Una con- 
siderazione analoga a quella che si fa per le aree 
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delie curve piane ai può fare per i volumi delle 
superficie. E noi procederemo in questa ricerca in 
uu modo analogo a quello tenuto per le aree. 

Immagiuiamo una porzione di superficie a con- 
torno chiuso, il qual contorno si proietti in una 
curva chiusa sul piano xy, e la superficie al eo- 
hto sia tale che una retta parallela all'asse s non 
la incontri in più di un punto solo. 

Immaginiamo precisamente come nei paragrafi 
precedenti divisa l'area di questa curva chiusa in 
rettangoli parziali B^ ?'g ; e formiamo i parallelepi- 
pedi retti aventi per basi tali rettangoli. Questi 
parallelepipedi andranno a tatiliare sulla superficie 
altrettante porzioni di superficie , in ciascuna delle 
quali prendiamo un punto e per esso conduciamo il 
piano parallelo al piano xy. Con questo piano si 
verrà a chiudere il parallelepipedo, di cui esso 
verrà a formare la base superiore. Allora il limite 
della somma di tutti questi parallelepìpedi è ciò 
che diciamo il volume compreso fra la superficie 
ed il piano x y. 

Se l'equazione della superficie è z^'fixy) 6 
chiaro che ciascuno dei parallelepipedi sarà miau- 
rato da: 

8,.S',f(.ty) 
dove il valore di ^(iCj/) è calcolato per un punto -cy 
che si trova interno al rettangolo S^ S's. 

Quindi il volume richiesto è: 

F=lÌm2S^E'sf(ary) 



'^-\\f{^y)d 



Ca>o^ì\^ 
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Ini nifi";] Diamo ora una superficie chiusa e ve- 
diamo come possiamo calcolare la porzione dello 
spazio da essa racchiusa. 

Basterà applicare due volte il metodo precedente 
nella seguente maniera: 

Conduciamo il cilindro retto eon le generatrici pa- 
rallelo all'asse z e circoscritto alla superficie citiusa. 
Tale cilindro toccherà la superficie data luugo una 
linea atorta che effettuerà la separazione della su- 
perficie in due parti, una parte superiore e l'altra 
inferiore. Se calcoliamo i due volumi compresi fra 
quelle due parti ed il piano xy e sottraghiamo 
l'uno dall'altro questi volumi, abbiamo evidente- 
mente il volume racchiuso dalla superficie. 

Poiché le due parti della superficie in questa 
maniera vengono ad avere lo stesso contorno il 
quale non è altro che la linea di contatto fra il 
cilindro e la superficie, così le integrazioni rispetto 
alle variabili ic, y debbono farsi in ambo i casi 
fra gli stessi limiti, perchè in ambo i casi debbono 
estendersi in modo da comprendere tutta la me- 
desima area piana. Solo che una volta /'(a; y) ha. 
un valore e un'altra volta ne ha un altro, supposto 
che la superficie aia chiusa. Questi due valori si 
trovano risolvendo l'equazione della superficie ri- 
spetto a ^; si ha allora una funzione 
z^f{xy) 

che deve essere una funzione a due valori f^ (a; y), 
f^ (x y), perchè abbiamo supposto che una retta 
parallela all'asse z incontra la superficie in due 
punti ; tali due valori sono quelli che dovranno fi- 
gurare nelle integrazioni. 
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Il volume sarà dunque dato da: 



pOBBÌamo anche scrivere: 

V= {{{dxdydz 

<love l'integrazione rispetto a z bisogna farla fra 
i limiti dei due valori f, fi che ha la s:, e che sì 
ottengono dall'equazione della superficie risolven- 
dola rispetto a z; l'integrazione rispetto ad y deve 
farsi fra i limiti dei due valori funzioni di x che 
ai hanno per y l'isolvendo rispetto ad essa l' equa- 
zione della curva piana intersezione del piano a;y 
col cilindro suddetto circoscritto alia superficie; e 
l'integrazione rispetto a x bisogna farla fra i li- 
miti costanti che vengono ad essere le ascisse 
dei punti di contatto delle due tangenti a tale 
curva piana, parallele all'asse y. 

Per potere applicare questo metodo nei diversi 
casi speciali l' unica cosa che ci resta a fare è di 
trovare la curva piana proiezione del contorno 
della superfìcie. 

Ora noi abbiamo visto in un paragrafo prece- 
dente che se ì li !; sono gli angoli di direzione della 
perpendicolare ad un piano tangente nel punto ìbj/ 2 



Volumi racchiusi da superfìcie. 



ni ha 






co8;_ 


82 
811: 




COBll 
COBr 


dz 




Se l'equazione della Buperfioic 
forma razionalo e data da 


) ridotta aotto la 


F(« 


yz-i-K 




BÌ ha dunque: 






BF ■ 
C08;_aa: 
<xt!.~dF 

>z 


' eoa 


^ dy 

l dF 

dz 


cioè: 






eOB 5 : eoa ^ : eoa 




dF dF 



Se il piaDO taiifreate è parallelo all'asse z al- 
lora cos ^=^0 & quindi per il punto di contatto 

deve essere ■ — ^=0. 
dz 
Questa relazione rappresenta una nuova super- 
ficie ohe sega la superfìcie data lungo la curva di 
contatto del cilindro circoscritto; eliminando « fra 
l'equazione della suporficie F{xyz) = e l'equa- 

SF 
zione -r— = si ha una relazione fra xy che si 
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può considerare come (' equazione del cilindro cir- 
coscritto, anche, limitandoci al piano x y, come 
l'equazione della base di tal cilindro, e abbiamo 
con ciò l'equazione richiesta della cuiva. 

§ 9. Volume del solido di rotazione. — Come si 
è visto, il calcolo di ud volume sì riduce a quello 
di un integrale doppio ; ma se si tratta di un to- 
lume racchiuso da una superfìcie di rotazione pos- 
siamo anche far vedere facilmente che si può ef- 
fettuare una delle iotegrazioui prima di conoscere 
l'equazione della superficie, e quindi ci possiamo 
ridurre ad un integrale semplice, il cui calcolo di- 
penderà poi dalla conoscenza della equazione della 
curva generatrice della superficie. Capita cioè qui 
un fatto simile a quello che abbiamo visto che ac- 
cade nel caso del calcolo delle aree della super- 
fìcie. 

Conserveremo le stesse notazioni adoperate nei 
paragrafi precedenti. 

Essendo s— 9 v'(a'' -f- y') l'equazione della su- 
perficie di rotazione, il volume sarà dato da 

II? i'Ja:^ + y'')da;dy. 

Poniamo ora 

a.^ + y^ = a;'^ 

e trasformiamo la variabile y nella variabile ce'. 
Allora si ha: 



^! 



ì (^) , àxdx' 

C.ooylc 
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o volendo estoDdere, come nel caso della superficie, 
l'integrazione al quarto di cerchio di raggio r dob- 
biamo estendere l'integrazione 

da ic = sino ad x =x' 
o 

da a; ■- sino ad x' ^r 
Eseguendo l'integrazione rispetto ad x si ha evi- 
dentemente ^ onde reata 

x) d X'. 



-g- I a; ip (a; J 



Colla forinola precedente BÌ ha il volume ge- 
nerato da A PB (v. fig. del § 5) che rota di „ in- 
torno all'asse s ; moltiplicando per 4 si avrà il vo- 
lume generato da tutta la rotazione 

V= 27U i'' a:'<f{x')dx'. 

Volendo il volume generato dalla sola rotazione 
di A PQ dobbiamo togliere il volume del cilindro 
generato da Ql'BO, cioè tìt^.PB, cioè: 
tr*<p(r). 

Ola integrando per parti si ha 



■1 
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ti si ha: 

erenza fra i due volumi è, n meno del 

Fi = :: X'^ '^' (x') d X . 

ito integrale facendo un cambiamento 
iudi pendente) iotroducendo cioè per 
li pendente 

« = !■(■«■) 
Itiplicando per 
dx' _ 1 

dz ~VW) ' 



'.=./%■- 



■2, Zi, le ordinate dei punti A, P estremi 
generatrice, cioè le lunghezze OA, BP. 

me deirellissoide qualunque. — Solido 
ila cicloide. — Sia l'elliBsoide 

o* 6* e* ,- I 
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Dobbiamo calcolare l'integrale triplo 
[ dxdydz. 

La integrazione rispetto a z bisogna farla fra i 

limiti : 



V o' h' 
restn cosi l'integrale doppio; 

Esaminiamo quali debbono essere ì limiti del- 
l'iategrazione rispetto ad ^. OsBervismo intanto che 
la proiezione della superficie sul piano xy h ìa 
questo caso l'intersezione della superficie stessa 
col piano ^y, e quindi ha per equazione: 

?:+!''.=i 



/. 1^ 



Applicando la formola: 
I dt^\ — i^='^t■^\-t^^' -arosen/ 
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. l'integrazione fra i limiti, si ha 
volume è (lato da 



ri 



talmente da: 

-„- it . a . 6 . e. 



vf^ ohe è appunto il volume della sfera. 

[amo ora alla ricerca del volume racchiuso 
iperfìcie generata da una mezza cicloide O A 
>ta attorno alla tangente /*' nel vertice : 
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Sia OEB \\ cerchio generatore della cicloide. 
Dobbiamo calcolare t liC'^rfs esteso fra i limiti 




Ci conviene di mutare la -variabile d'integrazione, 
e prendiamo per variabile indipendente la x'. Al- 



piamo, per la cicloide è eguale a l/ ; — . Si ha 

così da calcolare: 



x' yf-lr ^ 



che può 



Coo^^k 
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i'W2.- 



Ora Be volessimo calcolare l'area piana B T) 
racchiusa dal cerchio, doTremino calcolare precisa- 
mente l'integrale 



r ^2rx' - x'^dx' , 



quindi possiamo dire che: 

Volume = n r eegm. ED — 
— TU j {r — x) ij2rx' ~ x'* d x\ 

Il secondo integrale si può calcolare facilmente 
ponendo 2r x' — x'^-r^t. 
Si ha allora: 



dt 2(r-af) 
e quindi si ha da calcolare: 
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onde in fine: 

Volume = -j:r sogni. OED — -[2rx' — a;'*) 

Volendo tutto il volume racchiuso dalla super- 
ficie generata da tutta la mezza cicloide CA, dob- 
biamo fare «■ = B = 2 r, e allora il segm. OED 
diventa tutta la mezza circonferenza la cui area 



Figcu., Calcolo inUgraU. li'- 



CAPITOLO VII. 

EQUAZIONI DIFFEfiENZIALI. 



§ 1. Considerazioni e definizioni fondamentali. — 
Finora noi ci siamo proposti questo problema: co- 

LOseiuta ia deriyata di una fanzione come si fa per 
trovare la funzione atessaP 

Ora possiamo proporci un problema più gene- 
rale od è questo : immaginiamo una funzione y di x, 
6 di questa funzione ae ne facciano le derivate 
di primo, secondo, . . . n"" ordine che indicheremo 
con y' y"...y("^., e sieno ignoti i Talori espliciti 
sia di questa funzione che di tutte le sue derivate; 
ma si conosca invece una relazione {i&ccyy'... t/"J. 
Ora ci domandiamo : conoscendo una tale relazione, 
si potrà trovare la funzione y? 

Una relazione di questo genere si chiama una 
equaziom differenziale, e il prohlema che vi si ri- 
ferisce, e che noi abbiamo enunciato, si chiama jl 
problema ùeìì' inteffrasione delle equazioni diffe- 
renziali. 

Cominciamo a fissare delle distinzioni fondamen- 
tali fra le varie specie di equazioni differenziali 
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che Qoì possiamo immaginare. Prima di tutto può 
immaginarai che la fiimtione i^ota da ricercarsi, 
aia funzione di una sola variabile o di più varia- 
bili indipendenti; e quindi che la relazione data, 
aia una relazione fra la funzione, la variabile e le 
derivate della funzione rispetto a quell'unica va- 
riabile, ovvero sia una relazione fra la funzione, 
le variabili e le derivate parziali della funzione 
rispetto alle diverse variabili. Abbiamo quindi due 
j^randi categorie di equazioni differenziali; quelle 
della prima categoria si chiamano equazioni diffe- 
renziali ordinarie, e quelle della seeooda si chia- 
mano equazioni a derivate parziali. 

Nell'uno e nell'altro caso si chiamerà ordine 
dell' equazione quello della derivata di più alto or- 
dine che in easa compariace. Può poi anche im- 
maginarai che invece di una aola relazione fra la 
variabile, la funzione e le sue derivate, ne aleno 
date più, da considerarai come simultanee; allora 
si ha ciò che ai chiama un sistema di equazioni 
differenziali. 

Prima di paasare allo atudio del problema del- 
l'integrazione delle equazioni differenziali, noi na- 
turalmente cercheremo di fare uno atudio preli- 
miuaro aul problema diretto, cioè sul modo di 
costruire una equazione differenziale, conoBoiuta cho 
sia la funzione. Con ciò potremo poi più facilmente 
tentare la soluzione del problema inverso. 

Sia data una funziouo ,'/ di .-b, e ne formiamo la 
derivata prima ì/. Se la funzione data contiene un 
parametro qualunque e, in generale anche la dC' 
rìvata conterrà ■:, e ae noi eliminiamo e fra la fun^ 
zione data e la sua derivata, abbiamo evidente» 
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mento una relazione fra y, y\ cc, che sarà un'equa- 
zione differenziale. 

L'integrale di quella equazione sarà naturalmente 
la funzione y data, ma dove a e può darsi qua- 
lunque valore, perchè per qualunque e (che è il 
parametro che abbiamo eliminato) la y data sod- 
disfa sempre )a equazione differenziale. Non si ha 
dunque effettivamente una sola funzione, ma infi- 
nite funzioni, o meglio una funzione contenente 
un parametro arbitrario. 

L'equazione differenziale così formata è un'equa- 
zione differenziale di 1" ordine, ma è chiaro che con 
considerazioni analoghe potrebbe formarsi un'equa- 
zione differenziale di ordine n. 

Basta cioè supporre che la funzione data con- 
tenga n costanti c,Ci...Cn, e che si formino le 
prime n derivate della funzione ; fra queste, insieme 
colla funzione data, eliminando le n costanti si ha 
un'equazione contenente in generale iJ)y y'. ..J/'"', 
che è un'equazione differenziale di ordine n. 

Dalla costruzione etessa di una tale equazione 
differenziale si vede che la funzione data che do- 
vremo considerare come integrale dell'equazione 
differenziale, ha la proprietà, ohe se si formano le 
sue derivate. sino a quella di ordine n, e t valori di 
yy'-'-y'"' <^osì ottenuti si sostituiscono nell'equa- 
sione differenziale, si deve avere una relazione 
identicamente soddisfatta qualunque sia x e qua- 
lunque sietio i valori delle costatUi CiC2...Cii. 

Una siffatta aolazione dell'equazione differenziale 
con n costanti arbitrarie noi la chiameremo ì'iii- 
tegrale generale, e vien subito la domanda, se data 
un'equazione differenziale qualunque esista o no 
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sempre V integrale generale. Si dimostra che effet- 
tivamente qualunque sìa l'equazione differenziale, 

Vintegrale generale esiste sempre; ma noi nou en- 
treremo nei dettagli dì queste dimoatrazioni. 

Se a tutte o ad alcune delle costanti diamo dei 
yalori particolari allora abbiamo anche delle solu- 
zioni dell'equazione differenziale, che si chiamano 
integrali particolari. Tali integrali non conten- 
gono n costanti arbitrarie, ma o nessuna o un nu- 
mero minore di n; ognuno di essi si può sempre 
ricavare dall'integrale generale, mentre viceversa 
da essi non può ricavarsi l'integrale generale, meno 
che in certi casi speciali. 

Vogliamo ora fissare con precisione quali sono 
i caratteri distintivi di un integrale generale. 

Qualunque soluzione dell'equazione differenziale 
deve sempre essere una funzione y di x tale che 
ricavandone y' y''. . .y'"^ e sostituendoli, insieme col 
valore dì y, nell'equazione data, si abbia un'espres- 
sione in X identicamente soddisfatta qualunque sia 
il valore di x. Queste sono le proprietà comuni a 
qualunque specie dì integrali; ma che cosa deve 
verificarsi dippiù perchè si possa dire che l'inte- 
grale di cui si tratta sia della specie di quelli chia- 
mati generali? 

Abbiamo detto che l'integrale generale deve con- 
tenere n costanti arbitrarie; ma dobbiamo preci- 
sare meglio il carattere essenziale di queste co- 
stanti. Queste costanti devono essere contenute in 
una maniera speciale, e propriamente in questa: 
che formando le successive a derivate di y, possa 
poi eseguirsi il processo di eliminazione di quelle 
eostanti dalle n + 1 equazioni che si vengono ad 
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ottertet'e. E alloi'a solo che noi diremo che quelle 
coetanti sono fra loro tutte indipendenti o sono 
proprio n ; potrebbe accadere invece che, elimi- 
nando alcune delle costanti, se ne eliminino per 
oonaoguenza alcune altre, e allora esse non sa- 
rebbero che solo apparentemente ti, ma in effetti 
rappresenterebbero un numero inferiore di costanti, 
e quindi l'integrale non sarebbe più generale ma 
particolare. 

Eyiden temente possiamo mettere sotto quest'altra 
forma la proprietà indicata: che dalle prime n di 
quelle equazioni, cioè da quella che esprime la fun- 
zione data e da quelle delle prime n — 1 derivate, 
si possano ricavare ì valori di e, o^ . . , On cioè delle n 
costanti; k chiaro infatti che quando questo si possa 
fare, allora sostituendo poi questi valori nell'equa- 
zione contenente la derivata n"" di y, ei avrà una 
relazione, certamente non idenltca, che sarà proprio 
l'equazione differenziale. Quella relazione che si 
viene a ottenere sarà certamente non identica perchè 
il termine contenente y^'" non potrà distruggersi 
con nessun altro termine aimi/e, giacché Ci e,... Cb 
vengono espressi solo mediante n:yy'...i/'." — ^\ e 
non mediante y'"K 

Se i valori delle costanti arbitrarie sono espressi 
io funzione di a:, ìj, y . ..y'"~ " vuol dire che dando 
ad X un qualunque valore compreso in un certo 
campo, eay^'...yi"~'J valori arbitrariamente sta- 
biliti, ogni volta se ne debbano poter ricavare per 
le costanti valori determinati; onde possiamo dire 
anche che le n costanti devono comparire in ma- 
niera che almeno per i valori di x compresi in un 
certo campo, si debbano potere dare sempre ad esse 
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tali valori che le quantità y y'. . . yf° - *' acquistino 
valori già precedentemente e arbitrariamente fìssati. 

Oltre le due dette specie di integrali cioè i gfe- 
ìierali e i particolari, ne esiste anche un'altra 
specie, cioè gli integrali singolari; ma di questi 
discorreremo in seguito in un paragrafo apposta. 

Le considerazioni fatte si riferiacono alle equa- 
zioni differenziali ordinarie. In quanto poi agli 
iutegrali delle equazioni a derivate parziali ne di- 
scorreremo in un altro paragrafo. 

Resta ora a passare allo studio del problema: 
data l'equazione differenziale trovare l'integrale; 
per tale problema noi al solito non possiamo sta- 
bilire delle regole generali, ma dobbiamo limitarci 
a fissare dei tipi di equazioni differenziali, e stu- 
diarli separatamente, come già si fece nel problema 
deH'inte^'razione delle funzioni (quadrature). 

Il problema delle equazioni differenziali lo cou- 
sidereremo però risoluto sempre che lo avremo 
ricondotto ad un problema di semplice integrazione, 
cioè, come si dice, alle quadrature. Potrà anche 
accadere che una tale quadratura non si sappia 
praticamente effettuare, ma la diifieoltà allora resta 
spostata in un campo di ricerche diverso. K nella 
stessa maniera che noi nel calcolo infinitesimale 
consideriamo come risoluto un problema, semprechè 
lo possiamo trasformare in modo che la sua so- 
luzione dipenda dalla soluzione di un problema 
algebrico, per ea. dalla risoluzione di un'equazione 
algebrica. 

Prima ora di passare allo studio dei diversi tipi 
di equazioni differenziali, facciamo vedere come 
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esse possono presentarsi per la soluzione di un 
problema ordinario di geometria, 

§ 2. Esempio di un problema di geometria la cui 
soluzione conduce ad un'equazione differenziale. — 
Applicando l'analisi a molti problemi di geometrìa 
iu cui p. es., sia da trovare l' equazione di una 
curva piana dotata di speciali proprietà, può ac- 
cadere di imbatterci direttamente non in una sem- 
plice relazione analitica fra le coordinate ce, y, ma 
in una relazione fra x,y e le derivate di y ri- 
spetto ad ce, cioè precisamente in una equazione 
differenziale. È chiaro che allora la soluzione di 
esso problema ai riduce allo studio e all' integra- 
zioiae di questa equazione differenziale. 

Scegliamo il seguente esempio. Si vodlia deter- 
minare una curra tale che il raggio vettore P 
aia eguale al segmento E che la tangente PR 
in P stacca suU'aaae x. 

Cominciamo dall 'osservare che 



OP-'Ja^-^y^ 



PQ^dy_ 
QR dx 



y ^ dy 
cc-V OR 'dx . 



dovendo essere P = fi si ha la relazione : 
y_ ^dy 
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che è precisamente un' equazione differenziale di 
1." ordine. 



In un paragrafo seguente (v, § 4) vedremo come 
bì può fare per intef^rare tale equazione, e come 
essa dia luogo ad un fascio di parabole. Per modo 
che si ricava ancora il teorema, che non c"è altra 
curva che le parabole che soddiafano alla proprietà 
enunciata. 

§ 3. Eqjazionl differenziali di 1 " ordine. Equa- 
zioni in cui si possono separare le variabili. — 
Vogliamo ora passare ad esporre alcuni metodi 
con cui ai può effettuare l'integrazione di alcuni 
tipi speciali di equazioni differenziali. 

Cominciamo da quelle di 1." ordine. 

Si abbia dunque un'equazione: 



e supponiamo che 



dy 



vi sia contenuto algebri- 



camente in modo razionale ed intero. 
Allora questa relazione può considerarsi come 
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a questa variabile, e bÌ otterrà la scomposizione 

di (1) m un prodotto di n fattori liuearì io -r— , 

Possiamo allora considerare separatamente uno 
di questi fattori, e ci riduciamo cosi ad un' equa- 
zione differenziale del tipo: 

jtf+JV^-0 (2) 

dx 

dove M, N sono funzioni dì x^ y. 

Uno dei primi casi in cui (2) può immediata- 
mente integrarsi si ha quando M,N sono funzioni 

rispettivamente della sola x e della sola j. 
Allora si ha: 

Mdx-h Ndy = 
e integrando si ha: 

iJl/dA-|- ÌNdy—cmt 

Questo caso si dice il caso in cut le variabili 
si possono separare. Si abbia per esempio da inte- 
grare : 

wy dx — ia-w) <M'-b)dy = 0; 



dividendo per j/(o ~x) si ha: 



' "dy^O 

y c.ooyk 
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e, integrando termine a termioe, si ha: 

— j: — «log(a-ir)— y ■>-b\ogy = cost. 

Ci è comodo porre la eostante arbitraria sotto 
la forma di un logaritmo, cioè scrivere log C al 
secondo membro e allora si ha, passando dai lo- 
garitmi ai numeri, 

y6 (a — x)-^ ^ Ce'+i' 

Si potrebbe vedere che se sì deriva questa equa- 
zione e poi si elimina C fra essa e la sua deri- 
vata ai ricade nell'equazione differenziale data. 

§ 4. Equazioni differenziali omogenee. — Imma- 
giniamo che in 

Mdx-\-Ndy = (1) 

le M e N sieno funrìoni omogenee dello stesso 
grado. In altri termini sieno tali funzioni che 
moltiplicando x,i/ per una indeterminata \ esso 
risultino le stesse di prima moltiplicate per ^"'. 

Allora è facile indicare un metodo generale di 
integrazione. Infatti introduciamo una nuova va- 
riabile z in luogo di y ponendo 



Dividiamo la (l) per x'", e si ha che i coeffi- 
cienti di dx, dy, risultano funzioni del solo rap- 



4^).,.t(l)..^-o. c„<,. 
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Intanto da 


y 




X 


;, 


«i ha: 


dy ■= xdz + zdx 


ì 


onde sostituendo sì ha l'equazione differenziai©: 


:.■ 




^'z\dx +it{z){'^dz-\-zdso) = 




eioè 


^^^I^i^Hi-- 



in cui le variabili sono separate e quindi ci ridu- 
ciamo al caso precedente. 

L' equazione ottenuta nel § 2 è preoÌBameiite 
una equazione omogenea, e quindi bì può integrare 
nel modo indicato. 

Essa è: 

ydx — ix + yjx^ + y*)dy^^ 
ed h omogenea di grado 1. 
Dividendo per y e poi ponendo - — ■ = z si ha: 

zdy+ydz — {z + \/l+z^)dy^O 
donde 

dz ^riy 

i^TT?" y ,- , 
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e integrando 

log y = log {z + \/ 1 + 2*) + log e 
donde 

e ponendo z ^= si hanno successivamente gli 

sviluppi: 

yS^COc + V^t^^-y') 

»/'(y' — 2Ca;— = 

onde, escludendo la soluzione y ^0, ei ha per so- 
luzione la parabola 

y^ — 2Csc—C^ = 
il cui fuoco è l'origine. 

§ <\ Equazioni lineari di 1.° ordine. — Uu' equa- 
zione della forma 

doTC P^Q sieno finizioni della sola x, si dice una 
equazione lineare; casa contiene linearmente !a '/ 

da) 
Poniamo 



dy dv du -. . 

dx dx d^' '^ 
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dx dx * 

io scegliere ad arbitrio una delle due fun- 
!>, scegliamo u ia modo che sìa; 



ndo 

l0ffj( = - \ Pdx 



'il-'ì 






Equazioni lineari di 1." ordine. 
Sia p. 68. da integrare: 



I Pdx = x 

Per effettuare la quadratura 
1 a^^dx 
ci serviremo della inte^razioue per parti; 
\ x" e' dx ^ x^ e^ — 'A Xx^^dx 

= ìE* e'^ — 3 iC* e^ f fi j .-r e^ d :r 

— - j^»e^— 3a:'e^ h6iEc^ — Ge^ 

onde si- lia: 

j, = e-^; [a;3 e^ - 3 «* e* H- 6 i» e* — 6 e^ + CJ. 

Yi sono alcuni tipi di equazioni differenziali che 
BÌ possono ridurre immediatamente a caso delle 
equazioni lineari. 
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Si abbia p. es, : 



dove P, Q sieno funzioni della sola x. 
Poniamo : 



y~«dy=^dz; 



e con ciò l'equazione data 6 trasfunnata in un'altra 
del tii>Q dfìUc equazioni lineari. 

Abbiamo detto piece dente mente che no noi co- 
nosciamo un integrale particolare non possiamo 
senz'altro conoscere l'integrale generale, l'ero pos- 
siamo indicare il seguente tipo di equazioni in cui 
questo si può fare. 

Sia l'equazione: 



dx 



VPy = Qy^ + R. 



Sia u un integrale parlicolare, eioò eia identi- 
camente : 
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Poniamo 

y = M + «. 

8i ha in virtù di (1) 

che è del tipo precedente ; quindi bì può integrare 
e si ha V eoa una costante arbitraria. 
Per esempio l'equazione: 

ha per integrale particolare 
y = x 

Possiamo perciò applicare ìl metodo indicato e 
abbiamo da integrare 
dv 



\. Equazioni differenziali di 1.° ordine non riso- 



risolu/.io 



l'equazione differenziale rispetto a 

praticamente impossibile allora ai presenta la ne- 
cessità di ricercare alcuni metodi che si possono 
applicare senza risolvere l'equazione differenziale 
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Al solito non possiamo dare metodi generali, 
ma metodi speciali pei vari oasi. 

1." Supponiamo che l'equazione differenziale 

dx ' 



non contenga ne rr né ^ e contenga solo - 
Allora la riduzione dell'equazioue darebbe 

—^ = a ss eost. 
ax 

dove non conosciamo a. Però sapendo che essa è 
una quantità costante possiamo integrare quest'ul- 
tima relazione, e abbiamo: 



dw 

questo valore di a abbiamo l'integrale generale 
richiesto. 

2." Immaginiamo che l'equazione differenziale 
non contenga y, e sia: 



K-^)-- 



Si possa allora risolvere rispetto ad x; poniamo 

<ì y , dx 



Equazioni differenziali di 1." ordine. 243 
Prendiamo per nuova variabile la p, onde : 

— ^ - ^ '^^ _ Él. -A^ 
dsn~ dp dx~ dp f' ip) 

e perciò 

dì/ ,, , 

donde: 

!/=ìp?' {p)dp+ C . 

Calcolato questo integ^'ale basta eliminare p fra 
esso e la 

x = <?{p) 

per avere la relazione fra x e ;/. 
Si abbia p. ea.: 



\dx) dx 



J2 1 1 

ed eliminando p fra queste ultime due relazioni 
si ha l'integrale generale. Balla prima sì ha: 
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p(x~p)+-,{,x-p) + -.<: 



P'r^'o-j(a:-p)+-^G = 
, 1 1 



r'^ + i 



iBolvendo rispetto a p si ha: 
Oj/jf^c + C 



1+4* 
lostituendo nella prima equazione si ha infine: 
ey + x+c ^ 



mè^hi' 



l + 4a; 



3." Immag^iniamo in terzo laogo che l'equa- 
lae data non contenga x, ma solo j/, e si possa 
Tolvere rispetto ad y. 
A.llora poniamo anche qui : 
dì/ 



: modo che l'equazione differenziale diventa: 

«-fi?) 

perìvando rispetto ad a; si ha: 
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donde si ha l' altra equazione differenziale fra le 
variabili x e p: 



if^dp + C 
J P 



ed eliminando adesso al solito p tra questa re- 
lazione e ÌA t/^f{p) si h& l'integrale generale. 
Sia p. es. l'equazione: 

dy 



K'Hfir 



coir introduzione del simbolo p e colla rìsoluzioi 
rispetto ad ^ si ha: 



" l + p' 
(f "iP Sapdp l 

■ ,llp(i+i»') (1+j.vJ"^ 

i: 



= logp--sIog(l+I>') 



C,< 
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onde 
£0=—-^—^+aìogp--ahs{l ^■ p*) + C. 



Adesso non resterebbe che eliminare p fra questa 
equazione e la 



1+p'' 



4." Vogliamo ancora considerare nn'equazione 
differenziale del tipo: 



»-^(?>'i: 



derivando rispetto ad .T si ha 



(ponendo ^^ = 



dx 
cioè: 

d^ , -e f'jp) yMp) 

dp '^'fip)-p tip) - P 

Questa è un'equazione lineare come quelle con- 
siderate nel paragrafo precedente, e ha per inte- 
grale: 



r. = , •"» 



'Jf\p)-p 



-fe^^^"*^-«l 



e eliminando p colla data ai ha l' integrale i 
nerale. 
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Resta però ancora da considerarsi il caso in cai 
sia f (p) == p, perchè in tal caso la funzione da 
intesfrare è infinita. 

8i abbia cioè da integrare l'equazione: 
;/ = xp + f(p); 

atloi-a derivando rispetto ad x, e riducendo si ha: 

[' + »■<»! ^2 ="• 

Quindi ci si presentano due casi; o pooiamo 
X -hf' (p) = 



Il secondo caso ci dice che p è costante, cioè 
l'integrale è: 



Eliminando quindi p fra questa relazione e l'e- 
quazione data si ha l'integrale generale: 

In quanto al primo caso eaao ci dà: 

a^ = — ?' (p) 

ed eliminando p fra questa relazione e la data si 
ha l'integrale. Però questo integrale non verrà a 
contenere alcuna costante arbitraria; è facile di- 
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mostrare che esso non può ottonerai dall'integrale 
g^enerale partieolarizzando la eoa tanto. Giaceliè 
ricavando p dall'ultima relazione e avendoai; 
^ = ^(37) 

l'integrale di cui bì parla è 

e, come si vede, questo si ricava daU'integrale ge- 
nerale, Don dando a C un valore particolare co- 
stante, ma un valore che è funziono di .« 

Quindi questo integrale non è neanche uno di 
quelli integrali che abbiamo chiamati integrali 
particolari. Esso coatituiace una specie di integrali 
che studieremo in Boguito e che si chiamano in- 
tegrali singolari. 

§ 7. Del fattore integrante. — Sia data una equa- 
zione ditferenziale di 1.' ordine e di 1," grado e 
sia ]i08ta sotto la forma: 

Mdx-V lfdy = (1) 

Se M, N sono rispettivamente funzioni di sola 
a; e di sola y, allora evidentemente il primo mem- 
bro di questa equazione è un differenzialo eaatto; 
tal primo membro sarà pure un differenziale eaatto 
quando sia verificata la condiziono : 
dM^dN 
da das' 

Essendo zero il secondo membro dell'equazione 
data, noi possiamo sempre alterarne la forma mol- 
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tiplìcando il primo membro per ud fattore qua- 
lunque. 

Ora ci domandiamo: sarà la ^eueraie possibile 
trovare una certa funzione di x^ y tale che mol- 
tiplicata per il primo membro dell'equazione diffe- 
renziale Io renda un differenziale esatto P 

È chiaro che ae in un qualunque modo possiamo 
giungere alla rioerca di un tal fattore, allora l'in- 
tegrazione dell'equazione differenziale è senz'altro 
effettuata. 

Tal fattore, se esisterà, si chiamerà il fattore 
integrante. Noi dimostreremo: 
1," Che esiste sempre; 
2." Che ne esistono infiniti; 
3." Che dato uno sì possono trovare lutti gli 
altri. 

In quanto alla prima tesi si può dimostrare nel 
seguente modo : noi abbiamo detto avanti che 
esiste sempre l'integrale generale di una equazione 
differenziale. Ora immaginiamo tale integrale ge- 
nerale risolto rispetto alla costante arbitraria C; 
allora si avrà un'espressione del tipo: 

f(x!/) = C (2) 

Se questo è l'integrale generale dell'equazione 
differenziale, ciò significa che derivando questa 
equazione, e eliminando poi C fra essa e la sua 
derivata, si deve ricadere nell'equazione differen- 
ziale data. 

Possiamo anche dire che dopo eliminata la C, 

e ricavato il ,-^ dalla relazione risultante, il va- 
ri x 
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ticamente con quello ricavato dall'equazione dif- 
ferenziale. Ma se nel fare la derivazione dell'in- 
tegrale generale, la costante C sparisce da se, 
come sut»;ede appunto. quando l'integrale generale 
è posto sotto la forma (2), allora non ci sarà più 
bisogno evidentemente di eliminare la C, e la 

equazione dalla quale dobbiamo ricavare il — ;- 

rf.T 

è proprio l'equazione derivata di (2). ■ 
Ora da (2) si ha: 

a? 

dff _ aie 

dx dx 

By 

meDtre dall'equazione differenziale si ha : 

dx N 
onde dorrà essere identieaniente 
11 
M _dic 

'N^ di 



8j 8» 
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Se chiamiamo i^ il valore comODe di questi due 
rapporti abbiamo: 



onde moltiplicando per a- il primo membro di (l) 
si ha: 



cioè il primo membro di (1) diventa il differen- 
ziale esatto della funzione o di x, y. Trovato 9 basta 
porre f = C per avere l'integrale generale. 

9i vede con ciò che esisterà sempre una certa 
funzione i^ che gode proprio della proprietà del 
fattore integrante. 

È facile ora dimostrare che, ammesso che di fat- 
tori integranti ne esìsta nno, ne esisteranno inf- 
iliti. 

infatti se [1 è un fattore che rende 

il difTerenziale di una funzione f, allora conside- 
riamo l'espressione: 

ffW (3) 

dove f è il simbolo di una funzione arbitraria di 
f. Moltiplicando il primo membro di (1) per tale 
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eB pressione si ha 

oioò 

f(f)dt 

che è il (lifTereDziale esatto di: 

jf'Md'ì. 

Quindi posaiamo asserire che anche (3) è fat- 
tore integrante. 

Passiamo ora a dimostrare che tutti i fattori 
integranti sono compresi nella forinola (3,\ 

Sìeno ì*, ^' dne fattori integranti per modo che 
le espressioni: 

I* Mdx+ }^ N dy 
V-' Mdx -I- }>■' Ndy 

sieno Tispettivamente difCerenziali esatti di due fuo- 
zìodì t, t' cioè sieno identioaiuonte uguali a: 

d f,d ^' 

Si ha allora: 

df i^ j ' t*' j 

-— L = - df = -d^. 

d'i' V- v- 

Le <p, 7' sono funzioni di x,y; eliminando fra 
esse la variabile x, possiamo sempre supporre »' 
funzione di ? e y. 
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Allora il differenziale totale di 9' sarà 

d'/ = 

e paragonando questa forinola con la precedente 
si ha 

|i:=o 

dy 
cioè la f' non verrà a contenere neanche la y 
quando vi si elimina la x con »(a!y) = ?; in 
altri termini ?' verrà ad essere funzione della so- 
la ?. Quindi ~ — che è la derivata di ^' rispetto 
a ? sarà funzione della sola ?, cioè 

donde: 

!«' = !'/'(») 
come si voleva dimostrare. 

Di qui si ricava che quando sono noti due fat- 
tori inteffranfi, il loro rapporto eguagliato ad tina 
costante arbitraria (supposto che non sia già da 
sé una costante) sarà l'integrale generale. 

Giacché il detto rapporto dei due fattori inte- 
granti, eguagliato ad una costante, darà: 

f(?)=C 
e se 

If = cost. 

è l' integrale generale, anche f (^) = cost. sarà 
l'integrale generale. 



254 Capitolo VII, - 



§ 8. Equazione a derivate parziali a cui soddi- 
sfano i fatlori integranti. — È facile trovare una 
equazione a derivato parziali a cui debbono sod- 
disfare i fattori integranti. 

Infatti se 

li M dx+ |j. l^dy 

deve essere un differenziale esatto dovrà aversi 
(V. Gap. V). 

dy 3^ 

onde sviluppando 

dy dx ' \d^ dy) ^' 

Questa è una equazione differenziale nella quale 
la funzione ignota è ^i, e vi compariscono le due 
derivate parziali di <f- rispetto ad ic e ^, 

La integrazione di questa equazione differen- 
ziale costituisce io generale un problema piìl com- 
plicato di quello deli' integrazione dell' equazione 
differenziale data. Però in molti casi il problema 
si semplifica, e noi studieremo a parte questi casi. 
1." Caso. Supponiamo che 

_ 1 r^z _ ^1 

NVdcc dy\ 

sia funzione della sola x, -J-Cx); allora è facile 
vedere che esiste un fattore integrante i* fui 

della sola x. , ■ i 
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Infatti ee prendiamo 



lofri>.= j ■i{{.c)dx 



ir-'- 

e di qui si vede ohe l'equazione a derivate par- 
ziali (1) è soddisFatta. 

Analogamente esìsterebbe m» solo fattore inte- 
l/rante funzione di sola y, se 

fosse funzione di sola y. 

Consideriamo per esempio requaeione differen- 
ziale 

(x + y)da; + dy ^ 
8i ha: 

M^^ + l, 1^=1 
oy 



Capitolo VII. ~ § 8. 



(d_N_dM\ 



che possiamo considerare come funzione di sola f. 
Allora il fattore integrante corrispondente sarà: 

Moltiplicando infatti per e' si ha: 

Quindi l'integrale della data equazione diffe- 
renzialo è: 

e* [y + a; — I] = cost. 

2." Caso. Supponiamo che: 

dy dco 
si possa porre sotto la forma: 

allora si può far vedere che esiste un fattore in- 
tegrante che è il prodotto di una fttmione di sola 
X per una funzione di sola y. 
Infatti determiniamo le due funzioni 

Si può dimostrare che il prodotto X F è un 
fattore integrante. Perchè nella (1) ponendo 
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e quindi 



U-^"'^^^^'^ 



si trova che l' equazione è ideuticamente eoddi- 
sfatta. 



Sia p. es., l'equazione differenziale: 
Abbiamo 

8^= _ i' + 2^-l -y' _ _ i j, , 
dt s' y 



onde possiamo porre: 

^{x) = \ , ■Hy)=-- 

e il fattore integrante sarà: 

1^ =,y e'' . ri' 

Piaci!., Calcolo inumali. ' "' '"'" 'ir <5 
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L'iDtegrole sarà: 1 

«- (iri + j" — fl=co«l. 

3." Caso. Consideriamo finalmente il caso in 
cui le funzioni M, N sono omogenee dello alesso 
grado; allora un fattore integrante è: 

_ 1 

''~Mie+Ng' 

Infatti tacendo le demate BÌ ha: 

3±_ Sa! d^ 

dx {Mx+Ny)' 

d± dv 8y 

dy {Mw+Nv)' 

e eoBtitnendo neir equazione fondamentale (1) e 
rìdacendo si ha: 



dx 
= (Ma: 4 Ny){^ ^ — 1 

w« Svi 

e ricordando che M, N sono funzioni omo^nee e 
dello stCBBO grado n e quindi pel teorema di 
Eulero 



CoDJlIc 
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si troTa ohe l'equazione di sopra è identicamente 
soddisfatta. 

Consideriamo p. es., l'equazione 

Per espressioDe del fattore integrante si ha: 
1 

per il quale EnoUiplicando, si ha l'equazione : 



di coi il primo membro è il differenziale esatto di 
~logx(x + 2y}. 

Se noi possiamo in altra maniera qualmiqne 
conoscere un fattore integrante [^ di un'equazione 
differenziale omogenea, siooome sappiamo ohe un 
fattore integrante è certamente 
1 
Mic + Ny 
poBsiamo asserire ohe l'integrale generale sarà il 
rapporto di ;* per -jrrz — ~f^ — ^ meno che tal 



rapporto non sia già da sé una costante. Cioè 
l'integrale generale sarà 

ìt(Ma! + Ni/) = coat. 

Onde se il primo membro dell'equazione è già 
un differenziale esatto allora possiamo prendere 
li = 1 e si ha che l'integrale generale sarà 
Mx+ JVy = cost. 

a meno che il primo membro di tal relazione non 
sia da sé una costante. 

Cosi p. es., sappiamo ohe il primo membro del- 

l'è 



x + y j 1 

è mi differenziale esatto; ma però formando Ma; -l-A^y 
bì ha la costante 1. Invece per le equazioni 
ydx + a:dy=0 

{ic + y)dic + xdy=0 

formando la espressione Meo + Ny si ha rispet- 
tÌTamente 

2xy 

x{x+2y) 

che eguagliati a costanti saranno dunque gli iu- 



§ 9. Integrali singolari delle equazioni dlfferen- 
llali ordinarle. — Abbiamo già accennato nei pa- 
Xa,^TB,& precedenti all'esistenza di un'altra specie 
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di integrali delle equazioni differenziali, oltre gli 
inteffrali generali e particolari. Ora passeremo a 
dirne qualcosa di più dettagliato. 
Si abbia un'equazione difFerenziale 



H-r3 



'• di]-" 

e il suo integrale generale: 

dove C è una costante arbitraria. 3i abbia poi 
un' altro integrale '^ ia;y) =0 della stessa equa- 
zione differenziale: potrà avvenire che tp per un 
valore particolare di G diventi .proprio la funzione 
'}; nel qual caso ')' è un integrale particolare. Ma 
potrà anche avvenire, come ora vedremo, che ■} 
non ai possa ricavare da « partìcolarizzando C. 
Allora sarà un integrale di altra natura e che 
chiameremo singolare. 

È chiaro intanto che se esiste una tale '^ si deve 
sempre poter ricavare da 7 dando a non più 
un valore costante determinato, ma ponendo per 
G una funzioDe di x, y. Infatti basta prendere per 
C il valore ohe si ricava dalla relazione : 
<^{xyC) = i({ccy) 

Passiamo allora a vedere se è possibile dare 
nell'integrale generale, a C per valore una funzione 
dì X, y in modo che la espressione che ne risulti 
sfa ancora un integrale dell'equazione data. 

Infatti se y è l'integrale, vuol dire che se da 

esso ricaviamo -z—, e poi eliminiamo C colia re- 
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lazione ^ = ai deve avere lo stesso valore di 

dy 

-j— - ricavato dall'equazione differenziale. 



p+ppi.o (1) 

dx oydx 
Se invece C si suppone una funzione di x^ y 
lUora il -~ ricavato da 9 = è quello che si 



dx^dydx^dcXdx dydx] ^^' 

Queste due relazioni sono identiche se 
dj(dC^dCdy\^ 
dC\dx dydw) 

e poiché da 

da^'^dydx 

si ricaverebbe C costante e quindi non più fun- 
zione di t», y, così dovremo porre eguale a zero 
l'altro fattore, cioè 



So dunque determiniamo C in modo che si ve- 
rifichi questa relazione, allora potrà accadere di 
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imbatterei in un integrale dell' equazione data, t 
si avrà cosi l'integrale singolare. 
Si abbia p. es. da integrare 



L'integrale generale è 

(a: - cy + y* = a» 

ohe è l'equazione di una serie di cerchi col centro 
sull'asse di fv e col medesimo raggio a. 
Per arere le soluzioni singolari dobbiamo porre 

= ||--2(<l!-O, 

la quale equazione ci dà 

C-=w 

ohe posto nell'integrale generale dà 



equazione che rappresenta le due rette 
y — a = 
y +a~0 

Queste due rette sono tangenti a tutti gli infi- 
niti cerchi determinati dall'integrale generale. Pos- 
sianio dire più precisamente che queste due rette 
rappresentano l'inviluppo di quei cerchi, 

È facile dimostrare che questa proprietà è gè- 
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nerale per tutti quegli integrali singolari ohe si 
hanno ponendo 

li_o 
do "■ 

la altri termini, inimaginiamo che l' integrale 
generale si rappresenti geometricamente sul piano; 
esso rappresenterà una eerie di curve che si ot- 
terranno variando la costante C. Allora l'integrale 
singolare rappresenterà precisamente l'inviluppo 
di tutte queste curve, quando tale inviluppo esiste. 

Infatti noi sappiamo che per ricavare l'inviluppo 
dobbiamo derivare l'equazione della serie di curve 
rispetto al parametro C, e poi eliminare il para- 
metro fra l'equaitione data e questa derivata; ora 
questo è preciaamente il processo per ottenere la 
soluzione singolare. 

§ 10. Equazioni differenziali lineari omogenee.— 

Nei paragrafi precedenti abbiamo studiate le 
equazioni differeuziali di 1." ordine; ora dovremo 
passare a quelle di ordine superiore. 

Considereremo per ora una classe speciale di 
equazioni diiferenziali di ordine superiore, e pro- 
priamente le cosiddette equazioni differemìali 
lineari. 

Si indica con questo nome una equazione diffe- 
renziale del tipo 
d«y y.d"-'y 

— dove le X sono tuite funzioni della sola variabile 
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cc\ in tale equazione compariBcono le ^ o le sue 
derivate Buccessive solo linearmente. 

Si chiama poi omogenea una siffatta equazione 
quando manca il secondo membro, quando oioù 
in particolare è 

In questo capitolo etudìeremo solo le omogenee, 
e poi in seguito faremo vsdere che Vintegrazione 
di ogni equazione non omogenea si può sempre 
ridurre all'integrazione di una equazione omo- 
genea. 

Cominciamo a dimostrare alcune proprietà delle 
equazioni lineari omogenee, la cui forma generalo 
è dunque: 

<-^+^'£^^-+^-''-'' « 

In primo luogo con una opportuna trasforma- 
zione questa equazione si può ridurre ad un'al- 
tra di ordine n— 1, ma non piti lineare. 

Infatti poniamo 

jr = e^'^ . 

dove 3 rappresenti la nuova funzione in luogo 
di y. 



Allora 



dy ^ 



; gUdx 2 



..... C-""8l'^ 
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Si vede di qui che in generale la derivata di y 
d' ordine k si esprìme mediante le derivate di s 
fino a quella di ordine k — 1. 

S<wtitaendo queste espressioni nella (1) si può 
sopprimere il fattore comune a tutti i termim: 

resta allora un' equazione in z che contiene le de- 
rivate di z sino a quella di ordine n — 1. 

Con ciò il teoroma è dimostrato. 

In secondo luo^o è chiaro che se J/, è una so- 
luzione particolare di ( 1) sarà soluzione di (1) an- 
che la Cij/i essendo Ci una costante arbitraria. 

E cosi se y„ j/^ sono due soluzioni particolari, 
l'è 



y = Ci y. + e» y» 

dove Ci Ci sono costanti arbitrarie, sarà anche on 
integrale. Perchè sostituendo in ( l) in luogo di y tale 
espressione si ottengono due categorie di termini, 
in una delle quali c'è sempre come fattore comune 
Ci e poi tutte le derivate della sola yi , e nell'altra 
c'è come fattore comune cg e poi le derivate della 
sola yt; e ciascuna dì queste classi di termini è 
zero da sé, perchè y, y, soddisfano per ipotesi al- 
l'equazione (1). 

In generale se sono note n soluzioni partico- 
lari di (1) 

allora possiamo analoffamente dire che: 

V=ex y,+Ciyi+.. + c»yn (2) 

è anche un integrale di {!). 
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Poiché questo contiene n costanti Ct Ct ■ ■ ■ e» 
viene spontanea la domanda. Può (2) essere proprio 
integrale generale? 

Sappiamo che perchè (2) aia l' integrale gene- 
rale è necessario che le costanti sieno combinate 
fra loro in nna maniera speciale, cioè ohe for- 
mando di (2) le » — 1 prime equazioni derivate 
se ne possauo ricavare le e in modo determinato 
in funzione di x,y',y'' ...)/(""" ^' . 

Ora le eqnazioui dalle quali dobbiamo di rica- 
vare le e sono: 



= Ctyi ^CiVì +...-\-Cn!/« 
^CjPi' -t-CsI/a' +... + e„yn 



y(«-i) <= e, y,i«-» + ca !/,(—" + . . . + c„ y„ ' 
onde è necessario che il determinante: 
Vi y^ ■■■Vn 

yì ys ■■■y»' 



sia diverso da zero, 

È ioteressante però fissare in che modo D deve 
essere diverso da zero. Tatti i termini di D sono 
funzioni determinate della variabile ce. Ora è chiaro 
che esistono in generale sempre valori di ùl pei 
quali si ha 2> DE ; onde bisognerà immaginare 
ohe ^ si muova dentro un campo in cui non vi 
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aia alcuno di tali punti x. In altri termini la y 
definita dalla formala '2) è integrale generale di 
(1) solo in un campo in nessun punto del quale 1) 
sia zero. 

Potrebbe però darai che per qualunque X il 
determinante D eia sempre zero, allora la (2) non 
può rappresentare in nessun caso l' integrale ge- 
nerale; cioè gli » integrali particolari yiya...yn 
non sono tutti scelti in maniera da potere dare 
l'integrale generale, cioè, come ai uaa dire, non 
coatituiaeono un sistema fondamentale. Noi nel 
calcolo diÉFerenziale abbiamo già studiato un de- 
terminante formato come D, che abbiamo chia- 
mato wronskiano (v. Gap. V,'§ 3), e abbiamo di- 
mostrato che ae esso è zero per qualunque ec, 
allora fra le funzioni y esiste una relazione lineare; 
possiamo dunque conchiudere, che perchè lejiyn... 
yn costituiscano un sistema fondamentale è neces- 
sario che fra esse non esista alcuna relazione li- 



Ma ora sì presenta spontanea la domanda: Esìste 
un sistema fondamentale? Questa domanda coin- 
cide coU'altra : L'integrale generale dell'equazione 
dilT'erenziale lineare omogenea ai può porre sotto 
la forma (2), cioè in modo che le « costauti vi 
entrino linearmente? 

Se si risponde affermativamente a questa do- 
manda è chiaro che si sarà rispoato affermativa- 
mente anche alla prima. 

Ora si può dimostrare che effettivamente l'inte- 
grale generale di (I) si può mettere sempre sotto 
la forma (2). 

É per ciò fare cominciamo col fissare il seguente 
teorema : 
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Se di un'equazione come (1) si conosce un in- 
tegrale particolare 



allora l'integrazione di (1) si può ridurre a quella 
di una altra equazione dello stesso tipo ma in 
cui l'ordine è diminuito di una unità. 
Infatti eia ^i l'integrale particolare e poniamo: 

dove z Bia la nuoTa Tarìablle che si vuole intro- 
durre in luogo di y. 
Allora ; 

dp ^dyi d_z 

dx dco ^ dx 



d*y _d?yi dvidz d^ 

t a -~* ~» a * 't' « ^1 ■ "^ r T~ 

dx^ das' dm dx da 



+ JV>»' 



Sostituendo questi valori in (1) e osservando 
che la parto contenente per fattore z si distrugge, 
[icrchè ^1 è soluzione di (1} per ipotesi, resta una 
equazione lineare contenente solo le derivate di 
>, da quella di ordine « sino a quella di ordine 
I.", e non contenente più z esplicitamente. Cioè 
si ha: 

x',f^ + x,'f^,-^...+-x;,-,'^=o 

da!" d^"-^ dx 



dove le X' sono funzioni di co. 



Coo^k- 
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Ponendo allora 

dz _ 
dx 



cioè un'equazione lineare omogenea dì ordine n~ 1. 
Trovato u si ha: 

2 = I udx -hci 

e quindi 

y=-yiZ = y^\\ «da; + ci 1. 

Ciò poeto supponiamo che per un'equazione dif- 
ferenziale lineare di ordine n — 1 l'integrale si 
possa sempre porre sotto la forma: 

W = (^ tt» + Cs «s '*'■•• + Cf. Mn 

e ditnostriamo che allora la stessa proprietà si 
verifica per una equazione differenziale lineare 
di ordine a. 

Infatti dalla trasformazione precedente riaulta, 
Bo ^1 & nn integrale particolare della data: 

» = Ci j/i + Ci j/i I Mj (i a; + Cj ì/i I tt3dx + ...+ 

+ CnVi I UndX. 
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Bon tutti integrali particolari della equazione data 
e qnindì li possiamo chiamare yty»...yit, e con 
ciò si è dimostrato che se il teorema è vero per 
l'ordine n — le vero per TordÌDe «. 

Beata a far vedere che per n = ^ il teorema è 
vero, cioè che per una equazione lineare di 1." 
ordine omogenea, l'integrale può sempre porsi sotto 
la forma: 

dove Ji è un integrale particolare. 
Ora per l'equazione 



e integrando 

log y = — I X, (i i» + log e 

come si dovea dimostrare. 

§ 11. Equazioni lineari omogenee con coefficienti 
Gettanti — Fasaiamo a considerare il caso in cui 
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1' et[uazione lineare (1) del paragrafo precedente 
abbia tutti i coefficienti X costanti, cioè aia della, 
t'orma 

da;» dx"-^ dx 

Rieerchiamo ae una funzione del tipo y^e"^^ 
dove « aia una coetaute, può eoddiafare questa 
equazione ■ 

Le derivate successive di y sono; 

dx 
d^y ^ 



= a»C«a^ 



onde sostituendo in (1) si ha: 

e"" (oo «» + a, a—i + . . . + o„ 3 ^. 

e poiché e"* non può essere zero, lo dovrà essere 
l'altro fattore; onde perchè y = ^x rappresenti 
una soluzione particolare di (1) è neceasario che 
» sia una delle n radici dell'equazione algebrica 
Og «" + ai a" - 1 + . . . <■ an = (2; 

la quale si forma da (1) ponendo in luogo delle 
derivate successive di y le potenze successive 
della variabile =. 9e dunque noi riaolviamo la (2) 
supponiamo che le sue n radici aleno tutte disu- 
guali e sìeno: 

...Google 
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rappresentano altrettante soluzioni particolari di- 
stinto di (1). Se quindi dimostriaipo che il deter- 
minante formato con queste soluzioni e le loro 
derivate sino a quelle di ordine m — I, è diverso 
da zero, allora potremo affermare, giusta la teoria 
sviluppata avanti, che l'integrale generale è: 
V = e, e"'" -j- Ct e"'^ I- . . . i- cn e"'' . 

Ora il determinante di cui si parla è eiTettiva- 
mente diverso da zero, perchè esso è: 



e«.^ e^ . 


. eP-" 


«, e-'" «3 e'^ . 


. "» e"-* 


Ve*''' V«"*^- 


. «^ 6"-= 





Fasoal, Calcalo inttpralt. 
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ai il primo fattore che è uo eBpoaemiale è 
[)re diverso da zero e il secondo faltore *d»c 
1 determinante, è uguale, come ai sa dall' a1- 
a, al prodotto delle differenze delle « combi- 
a due a due fra loro in tutti i modi posai- 
quindi esso non può essere zero almenochè 
delle a non sieno fra loro eguali, ciò che noi 
amo escluso, 
a p. es-, l'equazione: 

'equazione algebrica corrispondente è 



di l'integrale generale è: 

y — Ci e"* + c^e""-"^ 

imaginiamo ora che l'equazione caratteristica 
ibbia due radici egnali; allora non si avranno 
n integrali particolari distinti, e quindi non 
si troverà l' integrale generale per la via iu- 
ta. 

;r trovare in tal caso la forma che acquista 
3grale generale noi ci serviremo di un metodo 
[issaggio del limite. 

eno o-i «t le due radici eguali. Incominceremo 
supporre ohe prima le due radici sieno disu- 
i, e differiscano per una quantità h. Allora 
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possiamo troTare colla forinola precedente l'inte- 
grale generale; trasformando poi questo in modo 
opportuno e passando al limite per h'=0 avremo 
l'integrale generale pel nostro caso- 
Se dunque: 

allora l'integrale generale sarà: 

e, e"'^ + e, c">* + . . . + c« e"-* = 
= (Ci + e, e**) e"''" + cg e"»' 4- ... + Cne'-"^ = 

(ci + Cu) + e, A ic + d -g^ + . . .J c"'^ . cse".**. 

Poniuno ora 

e, + Cj ;= C, , Cj A = Cg 

si ba: 

- rr ^ -4- rf. l 

21 

e facendo poi h = sì ha infine 

(C, + Ct X) e".^ f cj e"»* + . . . 

che è l'integrale generale pel caso in cui due ra- 
dici dell'equazione caratteristica sono eguali. 

Analogamente ai ha in generale, che se k radici 
sono eguali fra loro, allora basta moltiplicare la 
esponenziale corrispondente a quella radice per 
nn polinomio intero in x di ordine k — J di cui 
i coefficienti eieno tutti arbitrari. 



Capitolo VII. — § li. 



Del resto possiamo effettiva me ute verificare che 
se «1 è radice doppia dell'equazione in » allora 



è un altro integrale particolare. 
Giacché 



-~ =■ e",* -)- a; a, e"' 






e sostituendo nell' equazione differenziale data e 
sopprìmendo il fattore esponenziale comune, resta: 

{«0 *i" + «1 «i""' + . . . Ob-i a; -h On ) + 
+ (n o, «,«-1 + (n — 1) di «,'•-2 4- . . . + a„^i) = 

la quale relazione è effettivamente verificata se 
"i è radice doppia, perchè allora , per iC => a, si 
annulla il primo membro dell'equazione e la sua 
prima derivata, e quindi ciascuna delle parentesi 
è effettivamente da sé zero. 

Così in generale si potrebbe dimostrare che se 
"■i è radice multipla di ordine k, allora: 

6 integrale particolare. 



, Google 



Equazioni lineari con coefficienti costanti. 277 



Sia p. ea. l'equazione differenziale: 

P--0 

l'equazione algebrica oorrispondente è: 
a" — 

ohe ha tutte le radici eguali a zero. Quindi pos- 
siamo dire che l'integrale generale è: 

Immaginiamo ora finalmente che fra le radici 
X ve ne BÌeno alcune immaginarie; allora bì po- 
trebbe applicare lo et^aso metodo e ai avrebbe 
l'integrale generale sotto forma immaginaria. 

Ora poiché tutti i princìpi! da noi dati finora 
suppongono sempre funzioni reali di variabili reali, 
così dobbiamo cercare di escludere sempre ogni 
considerazione di immaginari. 

Epperò cercheremo di dare l'integrale generale 
sotto forma reale. Sieno : 



le due radici immaginarie coniugate. 
Allora 

e, e"'' -f Ci e'*' = éy [ci e'> -H Cj e-'>] = 
= e^'[ci (cosate 'isenY;»)*!!» 'eoBT''^-»Ben y^)]= 

= e»** [e, + Cj) eoe Y il' + (Ci — cg) i sen y a'] 
e ponendo: 

C| + Cj ■= C, 



i tci - e,) =. Cg 



K,gl. 
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dove C, , Cg sono due nuove costanti arbitrarie 
si ha: 

e'''"[CiC08Ta:+ C. sen f 3;] 

Quindi neir integrale generale c'entrerà (luesto 
termine in luogo dei due corrispondenti alle radici 
immaginarie. 

Anche qui bì potrebbe far vedere ohe efft^ttivtl-' 



008 {t co) e^" 
sen (i ce) e^^ 

rappresentano due integrali particolari dell'equa- 
zione data. 
Sia p. es. l'equazione: 

L'equazione algebrica corrispondente è: 

che ha per radici 

a = 2 , « = -l+i/2 , « \-i\!1 

e quindi l'integrale generale sarà: 

3/ = e, e"^ + [e* cos (/2 x) -i- Cs sen (v' 2 x)] e-* 



Se consideriamo ancora l'equazione: 



^^y^" 
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applicando il metodo trovato bì trova; 
y « C COB a + C, san i» 

A. questo riBoltato bì può giungere osservando 
che C08 X, sen x sodo proprio due funzioni tali 
che le loro seconde derivate sono eguali alla fun- 
zione stessa, ma col segno cambiato, e quindi esse 
rappresentano due soluzioni particolari dell' equa- 
aione data. 



§ 12. Equazioni lineari non omogenee. - di abbia 
l'equazione non omogenea: 

. <-^-^.£^'^-+^"'-^ (" 

dove le X sono funzioni della sola x. 
Allora si interi l'equazione omogenea: 

che si ricava da (l)sopprimeDdo il secondo membro. 
Sia 

y = e, !/i + Cj J/t + . . ■ + Crt y« (3) 

l'integrale generale dell'equazione (2). Noi Togliamo 
vedere se è possibile soddistare ad (1) colla stessa 
funzione (3) in cui però supporremo che le e non 
sieno piò costanti ma funzioni di a:. 
Formiamo dunque le derivate successive di (3). 



Capitolo VII. 



Si ha in primo luogo: 

dy dVi , 

-r^ = Ci -; 1 

dù; dee 



+ »i 



dx 



Poniamo eguale a zero la espresaiobe 
de, , , dcn „ 

dx acc 

e allora resta semplicemente: 

dy dy, dyn 

= e + _ , _ 4. g„ --J 

a* ay da' 

• 
cioè un'espressione eguale a quella che si avrebbe 
se le e fossero considerate come costanti. 

Deriviamo ancora qu^ta prima derivata, e po< 
iiiamo poi eguale a zero la parte contenente le 
derivate di e, e così di seguito eseguiamo questo 
processo sino alla derivata di ordine n^ 1. 
Abbiamo allora il sistema di equazioni: 





y= 

dy 






dì/, 
da> 






i'-'Vi 


..+ 
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avendo aottopoate le derivate delle e alle condi- 
zioni : 






dyi dcy dyn dcn _ 



(j"-3yi de, d »-3yn dc„ ^ i 

dx»-s ~dx"^---'^"dx«'i dx I 

Con ciò le e, ... Ch le abbiamo sottoposte ad 
n— 1 condizioni espreBse da altrettante equazioni 
differenziali. Lo sottoporremo poi ancora ad una 
ultima condizione & propriamente alla condizione 
corrispondente al fatto che (3) debba essere in- 
tegrale di (1). Vediamo come si esprime quest'ul- 
tima condizione. 

Si ha evidentemente: 



d"j_ d'i,, 
dx'^'' di' ■ 


•■--S^-^ 


d'-'y, de, 
'*' iù!"-' dee +■ 


. rf»-'y« dCn 
dcc-i dx 



e sostituendo i valori delle derivate successive 
di y nel primo membro di (1) si ha, ordinandi— 
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=.<^'0 + ^.S^ + - + ^-^.) + 



-'^»^-^.1^+-+^"-' + 



"Xda^-^ dx 



e perchè la (1) sìa Boddìsfatta deve dunque essere 
tutta questa eapreBsione eguale a X. 

Ora tutte le quantità contenute nelle prime pa- 
rentesi aono zero perchè J/iV» .. -y» sono Bolu- 
loni particolari di (2,\ onde resta l'altra condì- 
ione a cui debbono soddisfare le derivate delle e, 

J"~' Vi dci rf"-' Vn dcH _ Z , . 

daT»-idiB ■" dx^-^ dee X^' 

Se si potranno trovare le e in modo da soddisfare 
a tutte queste n relazioni differenriali cioè le (4) 
e la (6), allora avremo risoluto il problema. 

Ora queste n equazioni sono prima di tutto li- 
neari in: 

dcj de, deu ,-, 

dx dx ' ' da; 

e quindi potremo ricavare i valori di queste de- 
rivate se il determinante dei coefficienti non è 
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Ora ciò si verìfica effettivamente perchè il e 
terminante dei coefficienti è: 



»! 


».■ 




SI" 




yt' 


Vi ■ 




»■' 




»!<' 


-Il y,(. 


-". 


.J„(" 


I) 



cioè proprio il determinante fondamentale delle 
soluzioni particolari ^i J/a - - 3/" < i' quale (vedi pa- 
ragrafo precedente) è diverso da zero altrimenti 
(3) non sarebbe l'integrale generale di (2). 

Determinate dunque le derivate (6) in funzione 
di ce, con semplici quadrature saranno poi deter- 
minate le e- 

La determinazione di ciascuna e porta con so 
daccapo una costante arbitraria, quindi si hanno 
ancora in tutto n costanti arbitrarie. 

Si abbia da integrare 



die^ 



_»»y = e»=. 



Bisogna prima di tutto trovare l'integrale gene- 
rale di: 
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Indi 


biaogna determinare ie Ci e, in modo che 




y'-à^y-T-^-" 




'^'Tì-y-ià-- 


oioè 






dx dx 




de, , dc3 

'""dw+'"'"'-dÌ~'^ 


donde 




de, 
dx" 


2« ' dx 2ti 


Di qui si ha: 


"■ = 2 


U "'-*"" -2,(l'-n)«°-*+ ''■ 


c, = - 


-L j ^i+.ixrfj_ --„,,' „/"-">■+ e; 



o quindi l'integrale generale della data equa- 
zione è: 



■' 2n(l-tt) 



i sullrr equazioni differemiaU lineari. 2 



§ 13. Teoremi sulle equazioni difierenzialì lineari. 
Formola di Liouville. — Abbiamo visto nel prece- 
dente capitolo come ai può ricavare l' integrale 
dell'equazione lineare completa 'con secondo mem- 
bro diverso da zero) da quello dell'equazione omo- 
genea che ai ricava sopprimendo il secondo mem- 
"^ a vogliamo dimostrare alcuni altri teoremi, 
^ l'equazione 

aie" dx"-^ 

iamo l'equazione omogenea corrispondente: 

mosca un integrale particolare di (1), e sia 
ntegrale generale di (2>, che sia Yj; allora 
i subito conoscere l'integrale generale di (1) 
■à dato semplicemente dalla formola: 

ti per ipotesi si lia che I^ sostituito in luogo 
el primo membro di (1) lo riduce eguale 
a ri sostituito nello stesso modo nel primo 
di (1} lo riduce eguale a zero, dunque 
\) sostituito net primo membro di (1) lo ri- 
guale ad X, cioè ( F+ F, è integrale di '. 1), 
è contiene n costanti (perchè Yi è integrale 
e dì (2)) ai ha che eaao è l'integrale ge- 
di {1). 

ìAb dunque che mentre colla teoria svilup- 
ìl paragrafo precedente, conosciuto l' inte- 
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fP'ale generale di (2), per conoscere quello di (l) 
bisognava ancora fare n quadrature, queste ultime 
si possono risparmiare se ai conosce un integrale 
particolare di [1). 

Consideriamo p. es., l'equazione: 

— ; -f a' w = 2 oos »i a; + 3 seo MI «. 
Conoscendo l'integrale generale di: 

<Ae è: 

F", = e, eos o iC + e, sen a x 

per risolvere l'equazione data ci basterà di trovare 
un suo integrale particolare. 
Sperimentiamo on'espresBlone della forma: 
Y = a. cos m ìF + p sen m X 

dove o, P sieno dne costanti incognite. 

Facendo le derivate e BOititttendo nell'equazione 
data si trova cbe essa 4 soddisfatta se: 

"""^■^7^* ^^ a^ — m' 

dunque : 

2 cos m .r + 3 sen m -'/■ 



y =: Ci eoa a te + (^ sen o i» + - 
i l'integrale richiesto. 



Ca>o^ì\^ 
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Si può ora passare a dimostrare i seguenti teo- 
remi: 

si conosce un integrale particolare rfi 
V integrazione si può ridurre a quella 
( equazione lineare dello stesso ordine 
lea, 

si conosce un integrale particolare di 

',' i nì e gr azione si può ridurre a quella 

1 equazione lineare non omogenea ma 

inferiore. 

ntegrale particolare di (1\ lUlora basta 

sformazìone 

) facilmente ad avere uq' equazione in 
1 e dello stesso ordine, e con ciò resta 
il 1." teorema. 

fi è UE integrale particolare di (2) al- 
brasformazione 

\ il secondo teorema. 

a finalmente dimostrare un teorema no- 

ito a Liouville sull' espressione del de- 

vronstdano D ( v. Calcolo differenziale, 

{; degli n iutegrali particolari dell'equa- 

■enzàale lineare omogenea. 

lazJoni : 

dx*'~' rfsr" * 
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eliminaDdo Xo Xs . . . X« eì ha : 



"da:" ' da."-! 



^"g" 






e poiché |i:li elementi della prima colonoa risul- 
tano di due termioi cosi questo determiDante si 
scinde in due, cioè 



X, 



y,(«)y,l"-S|.,.y, 



)y.i 



..y„ 



e in forza di un teorema dimostrato (v. Calcolo 
differenziale. Gap. V, § 3), il primo determinante 
è la derivata del secondo, che chiameremo />, e 
quindi si ha; 



CoDJjlc 



i sulle equazioni diffi 



dD X, , 

u"-x-/' 

; quindi 

!Ìoè il determiuante D si esprime con questa for- 
nola medianto un esponenziale. 
Questa è la cosiddetta forinola di LiouBtlle. 

% 14. So|ira certe classi particolari di equazioni 
litforenziali lineari. - Per il caso in cui le equa- 
:ÌonÌ lineari abbiamo coefficienti costanti noi ab- 
)tnmo visto che si può trovare l'integrale generalo 
I tale ricerca dipende dalla risoluzione di una equa- 
:ione algebrica. 

Nel caso in cui i coefficienti sodo funzioni di 
e non possiamo dare in fi^enerale nessun metodo 
>er la risoluzione, il cui successo dipeuderà da ar- 
ifìzii più meno opportuni. 

Vogliamo però qui studiare alcuni tipi fra i piii 
lemplici che ci si presentano. 

Sia l'equazione 

dx^ ax ■ b dx"'^ 

I "■ <'"JÌ!i j. L «_«: „ =. y ' 

PABCit L, Caltelo integrale. ]} 
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dove a, . . . fin , a, '' bodo costanti i 
zioDB qualunque di w. 
Poniamo : 



e prendiamo per Tariabìle indipendente ( in luogo 
di X. 
Allora : 

dx dt dx dt ax-t b 

dx* dx dt\dx} 

a \ d*y a dy o* .«■"+*]_ 

ax-t-bidt^ax^r b d((ax-t-6)' a \~ 

__ «" \d^y dy\ 

(air + 6)Hrf(* dt\ 



Sostituendo questi yalori nell'equazione data e 
moltiplicando per (a ir + &)" si ha un' equazione 
con coefficienti costanti. 

Sia p. es. 



Divìdendo per y^ questa equazione risulta esat- 
tamente del tipo sopra considerato. Poniamo; 



Equazioni lineari particolari. 29X 

l'equaziono diventa: 

-^]-<--')^f+-^='> 



di' ""di 

zioDe al^brica carotterìstìoa eorrìspon- 



ice doppia. 

due integrali particolari della proposta 

e"* , te"' 
l'integrale generale è: 
C| e" * + Cj ( e" ' 
innato in x diventa 

e, e» +c,co'* ìogx 

riamo ora ancora l' altro tipo ili equa- 
erenziale lineare a coefficienti non co- 
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Stanti : 










-"0 




= 0. 


. . 1 a„- 


dx 


Poniamo 


« = 


ir- 






dove « Bla 


un» costante 


ancora 




Facendo le derivate si 


ha: 






<<!'- 
dx 


= aa;«-t 








d'y 
di'' 


= .(>-l):i- 


-2 







e fiOfitUuendo nell'equazione data ai ha per fattore, 
comune ìt* , e poi • 

ao"(^-l).... ('-» + !) + 
■l-a,a(«-l)...[«-n + 2)H-.-.. ■■' 

Perchè dunque l'cquasione sia soddisfatta £ ne** 
ceaaario ohe questa ultima esfireesìone sia siero, 
cioè che a sia radice della equazione dì grado h 
in K (^e si ha pouende eguale a zero questa ebpres- 



Eiiuiìzioni lineari particolari 



Riaolveodo tale equuzione algebiica si hanno n 
valori per k, cui corriaponderaiino n integrali par- 
ticolari del!' equazione data; di qui può formarsi 
l'intesrrale generale nel solito modo. 

§ la. Equazioni lineari di 2." ardine. — YoKliamo 
ora studiare in modo speciale l'equazione lineare 
di 2," ordine: 

Se si conosce un integrale particolare di 

allora si può abbassare l'ordine di (2) e si ha una 
equazione di primo ordine che si può sempre in- 
tegrare; onde possiamo dire che in questo caso si 
potrà conoscere l'ìntet^rale generale di (2), donde 
poi, come si sa in generale, con sole quadrature 
si ricava l'inteirrale di (1). 

Per V integrazione dell'equazione di 2." ordine (1) 
basta dunque la conoscenza di uno solo integrale 
particolare di (2). 

Vogliamo mostrare come si può semplificare 
questo calcolo. 

Sia Vi l'integralo particolare di (2) in modo che: 



dx*^^ dx 



(3) 



Moltiplichiamo per i/i la (I) e per y la (3), e 

jottragg'hiamo. Si ha: 

l.d-y à,^yy\,J dy dy,\ „, 
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PoDÌamo 












-'Vi 


., 


donde: 












da 


e quindi 1' 


equazione di 


sopra diveota 




dx 


«-X 


'.■ 



w 



Conosciamo l'integrale di questa equazione li- 
neare di 1." ordine che è: 



'[fxv,e 



Intanto da (4) si ha; 

d^ 

Ut _ « 

dm ,v, * 
onde: 

i-,= (^,d. + a, 

V } Vi' 

J Vi 

e così è trovato il valore di y che è la soluzione 
di(l). 



equazioni lineari di 2.' ordine. 
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Vogliamo om passare a dimostiare una proprietà 
interessante, trovata da Sturm, degli integrali parti- 
colari dell'equazione lineare omogenea di 2° ordine. 

Se y^y-ì sono due integrali particolari distinti 
di (2) il determinante: 



Vi 


V, 


dx 


dy. 
dx 



deve essere diverso da zero per qualunque valore 
di x compreso nel campo ohe ei conaidera, cioè 
la funzione 



' dx 

per qualunque valore di .x racchiuso nel campo con- 
siderato ha sempre lo stesso segno. Sia p. e. sempre 
positivo. 

Allora se y, ^^ per ic ■= n e per .r — 6, si avrà 
per questi valori di x 

. dy. 



^^rfS<** 



dy_. 



cioè Wj e -rr— saranno dì segno contrario. Ora fra i 
"" dx " 

due punti in cui si annulla .v, vi sarà certamente 
un punto intermedio in cui si annulla la prima de- 
rivata -j-^ (pel teorema di Kolle), e quindi se X va 

da a, a l>,~r^ "^eve mutar segno e quindi anche »/s 
deve mutar segno dovendo il prodotto avere il me- 
desimo Begno sia in a che in b, perciò y^ ^^^^ 
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essbro zero in un punto compreso fra a e &. Cioè 
fra due punti consecutivi zero di yi , esiste aetnprc 
•un punto zero di y-i, e così analogamente fra due 
punti zero dì y» esiste un punto zero di yi , cioè i 
punti zero dei due inteffraìi particolari y, y» del- 
l'equazione differenziale lineare di 2." ordine sono 
alternati. Si suppone naturalmente sempre la con- 
tinuità delle funzioni, altrimenti non potrebbe sp- 
plicarsi il teorema di Kolle, nà potrebbero farsi 
tutto le altre deduzioni. 

§ 16. Sistemi di equazioni lineari simultanee. — 
Immaginiamo n c<|U)izioni contenenti n funzioni 
?/, 3... di una Tarìabile iCi e le derivate di queste 
funzioui. 

Allora ci possiamo proporre il problema di de- 
terminare queste funzioni. 

Per fissare le idee immaginiamo che si abbiano 
due equazioni contenenti le funzioni y,z e le loro 
derivate fino a quelle di 2." ordine: 
dy dz d^y 



V'-'' ■dx^d^-dx^'Ux^}'^ 
dz <Py tl\^Q 



, il 

'' dx 
Allora poniamo: 

dy _ dz 



Diamo 
dy _ 

dx ' dx 



J du dv\ 

(du dv\ 



(1) 



(3) 
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le quali iuaiemo con Io (2) danno quattro equazioni 
contenenti lo quattro funzioni a-, z, u, « e le loro 
derivate di I." ordine. 

In generalo si vede dunque che dato un sistema 
di n equazioni differenziali contenenti n funzioni 
e le loro derivale di ordine superiore noi possiamo 
sempre ridarci ad un sistema di m equazioni (in>n) 
fra m funzioni e le lóro derivate di 1." ordine. 

In altri torniìiii aumcntaodo Ìl numero delle equa- 
zioni e delle funzioni noi possiamo sempre abbas- 
sare l'ordine dello equazioni date. Cosi per es. se 
81 ha una sola eqiiuziono con una sola funzione y 
o le den'vate di questa fino a quella di r." ordine, 
OTidentcmente ponendo 

dy dz 

dx~ ' dx '"■ 

si avranno altre r — 1 equazioni che insieme colla 
data formano r equazioui fra le r funzioni y,z,u.... 
o in tali equazioui entrano soltanto le derivate 
prime di queste funzioni. Ma evidentemente la ri- 
soluzione di questo sistema non dovrà offrire mi- 
nori difficoltà che la risoluzione della primitiva 
equazione. 

Vediamo ora come si può fare un procedimento 
inverao, cioè da un sistema di n equazioni di 1." or- 
dine fra n funzioui ricavarne un altro di un nu- 
mero minore di equazioni differenziali di ordine 
superiore, fra un un numero minore di funzioni, e 
quindi in particolare una sola equazione differen- 
ziale con uiia sola funzione. 

Per semplicità supponiamo il caso di tre sole 
equazioni con tre funzioni y, s, »■ 
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Sapponiamo risolute queste tre equazioni rispetto 
alle tre derivate prime di ;/, 2, u, pia general- 
mente imma^'ìnìamo queste tre e<tuazÌoiii ridotte 
con processi di elimioazione alla forma: 






du iz fili 
''•'■'• "•'dx-d'i'dx'- 

Sostituendo questi valori nelle due prime equa' 
zioni si hanno allora due equazioni del tipo: 
I da d'u di\ 

d z du 
le quali risoluto rispetto a ri—, -;— possono trasfor- 
^ dx dx' 

marsi in due altre equazioni del tipo: 

, r dz d*u\ . 

l dx dx*\ 
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dalla aecondadolle quali possiamo ricavare z espresso 

du d*u ,, , ., dz 
per w, », -T— , r— ;, e denvando si ha -; — espreeso 
' 'dx'dx^ dx 

du d'u #« 
per iC, u, ^ — ,T- .1-;— ,■ 
dx' dx'^dx^ 

Sostituendo questi valori nella prima equazione 
si ha un'equazione ditforenziale di 3.° ordine colla 
sola funzione u. 

Vn analogo procedimento ei potrebbe tenere in 
fconerale; del resto questo procedimento, esattissimo 
dal lato teorico, molte volte può oiFrire difficoltà 
pratiche, e quindi essere inattuabile. 

Diventa invece attuabile quando le equazioni 
dato sono equazioni diiferenziali lineari, e quindi 
sempre facilmente risolubili rispetto alle variabili 
che contengono. 

Possiamo mostrare su di un esempio come si 
applica questo metodo nel caso delle equazioni 
lineari. 

Siano date le due equazioni: 



Dalla seconda ricaviamo: 



' ■*•" , ..;Gooj.|(! 
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donde 

dv _ ^ , d_« ■ 

e quindi BoaUtiiundo nella prima si ha: 

dj:" dx ' 

elio è nn'eqnazione lineare omo);enea a coefficonti 
costanti. 

L'equazione caratteristica corrispondente è 
(»t4M4 = 
cioè 

e quindi si hanno due integrali particolari 

per modo che l'integrale generale è: 

e quindi: 

§ 17. Equazioni differenziali d'ordine superiore. 
— Fra le equazioni dìfTeronziali di ordino superiore 
al primo non abbiamo considerato che le cosiddette 
equazioni lineari. Ora Togliamo studiare altri tipi 
di eqnazioDÌ. 
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1. Si abbia un'equazione contenente boIo U 
derivata n'"" di y, cioè del tipo: 






Risolvendola rispetto a -^- si ha 

dx" 

(love X è una funzione di ìT. Con ciò l'equazione 
è ridotta alla forma lineare. 

Per integrarla si potrebbe adoperare il metodo 
onerale sviluppato nei para^i^rafì precedenti ricor- 
dando che l'integrale generale dell'equazione cor- 
rispondente senza secondo membro 

tfa" 



y = (7^a;i-i + C,-r-2-l-.... 4 C«-i«+-C;.. ^ 

Perì) in questo caso la cosa si sempliiìca, perchè 
dall'equazione di sopra sì può ricavare coll'inte- 
grazione: 

da cui, integrando daccapo, si ha: 

flll;^ idccf Xdx+CiX-ì-Ci 
dx«-^ .} J 

C.ooylc 
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e cobI «oDtinuando ai giunge finalmente al valore 
di y. 



2. Consideriamo un'equazione nella quale non 
compariscono che duo derivate succeBeive: 



■i arra 

rf"ff dp 

dx" dx 
e allora l'equazione è ridotta a: 

e quindi risolvendola rispetto a -^ — si ha: 

donde : 



^-/^) 



f(rt 

Se di qui ricaviamo poi p in funzione di CC: 
P=^{a!) 
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abbiamo : 



e questa è una equazione del tipo ultimamente 
considerato. 

Come esempio si potrebbe scegliere l'equazione 



che dà per integrale 



3. Consideriamo ora un'equazione nella quale 
compariscono solo due derivate i cui ordini diffe- 
riscano di due unità: 



rf«-2j. 



d"ìl _d*p 
~drn~d:i' 



cGooi^k' 
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ì quindi l'equazione diventa: 

FoDiamo in quest'ultima equazione: 
dp d^p dq dq 



donde 

qdq-=f{p)dp 
e integrando si ha: 

|9'= ffip)dp+C 

e quindi 



1 tdp 



2 
donde 



m'-Sn.u,.^ 



I. + C 



■<^={- — tp — 

J 'l'iSfiPldp + iC 
Integrando si ha infine; 

^-r op a, 

isltiri,r)'ipf.2 
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Da questa equazione rìoavaQdo p in funzione 
di 3; e sostituendolo in: 



resta da integrare ancora un'equazione del tipo 
considerato sul principio di questo paragrafo. 



4. Vogliamo iìnalmente considerare il caso in 
cui l'equazione differenziale data sia omogenoa di 
grado m rispetta alla y e alle sue derivate. 

Allora si può abbassare l'ordine dell'equazione 
di una unità e per ciò fare si pub adoperare il 
seguente metodo. 

Poniamo ; 



Le derivate di y si esprimeranno per mezzo delle 
derivate degli stessi ordini di z, e avranno sempre 
per fattore l'esponenziale e' . Questo comparirà allo 
stesso grado m in tutti i termini, e quindi si può 
sopprimere e resta un'equazione contenente le de- 
rivate di z senza contenere esplicitamente z. 
Posto quindi allora 

dz _ 
dx 

si abbassa l'ordine dell'equazione. 

Questo stesso metodo si può esporre sotto altra 
forma, che compendia le due successive sostituzioni 
di prima. 

Pascal, Calcolo integrale. 20 
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. l^onìanio 

y ^ n'j. 
Allora 
y" = ìt'y + uy' =u'y + H^!/ = }/{u' + H^) 



Tutte le derivate di f/ risultano col fattore y 
stesso, o quindi per la supposta omogeneità del- 
l'equazione, tutti i termini verranno a contenere j/'" 
per fattore. Soppresso questo fattole resterà una 
equazione in u di ordine n - 1, se la data era di 
online n. 

§ 18. Integrazione per serie. — Dopo aver stu- 
diato ivari metodi per l' iutegraziono di una equa- 
zione differenziale non ci resta che studiare il me- 
todo àsW inteff rasione per sarte, che, quando riesce, 
rappresenta l'ultimo espediente che si può tentare 
per risolvere l'equazione. 

Sia data una equazione differenziale: 

fi-r,y,y'...y'')=o 

L'integrale generale di questa, come già eap- 
piaino, dove csacre una funzione di x con n costanti 
c,Ci...ca tale che per ogni valore co-cco compreso 
in un certo campo di variabilità di x, assegnati 
ad yy' -. ■ y'" " ^' valori arbitrari ya y'o ... yo'" " ^' 
8Ì posaauo sempre trovare per Je costanti e valori 
£hfl vi oorrispondono cioò che facciano che per 
fl; = iCu Io uy'... y'-" -P acquistino eflfettiyomfaite 
i valori fieeati. 
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Consideriamo allora un punto x^Xoti imtnf^i- 
iiìamo sviluppato l'integrale y i^oto nell'intorno 
del punto Xg mediante la forinola' dì Taylor. 

Si ha: 

!/ = !/o + > — a^o) y'a + g, ** ^''o + ■ . ■ + 

Intanto dall'equazione differenziale si ricava: 
j,C.) = ^ (a; yy'..., /("-!)) 

o derivando consecutivamente si hanno le altre 
formole ■ : (2) 

ytN+i) = ^(a;j/j,'...j,(")), 



J)a questo relazioni ei possono avere i valori di 

y(") j/(" + 1) . . . per X ■=■- Xo 

c^uando sì son fìssati arbitrariamente ì valori dì 

. Tali valori sieno j/o*"' y«(" + « . . . 

Sostituendoli allora nella forinola (1) si ha una 
funzione y espressa por una serie in a;, e nella 
quale ci entrano le n quantità costanti arbitrarie 

yo....yM-^\ 

Ora se questa serie è convergente in un certo 
campo' attorno' ^ó, essa paò considerarsi come l'in- 
tegrale geueraU nell'intórno, del punto hcq,, e ae cti 
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esaa se ne potrà effettuare la somma bì a,vrh al- 
lora l'integrale generalo sotto forma finita. 
Ma potrebbe accadere che lo equazioDÌ (2) per 
x = Xa e y = .Vo i/' = y'o . • ■ ff'""" = «o" ' " 
diano luogo a della incompatibilità (per es, ohe 
alcune yf" diventassero infinite), a togliere le quali 
bisognerebbe mutare i Talori fissati arbitrariamente, 
e allora la (1\ anche che sieno soddisfatte tutte le 
condizioni di convergenza, non potrà più conside- 
rarsi come integrale generale, ma come un inte- 
grale particolare, perchè per l'integrale generale 
è necessario che i valori di y, 2/', ■• ■?/'""'* pos- 
sano essere assolutamente arbitrari. Ciò significherà 
che l'integrale generale non potrà svilupparsi in 
serie di Taylor Dell'intorno del punto Xo. 

Un esempio che si presenta assai bene per ri- 
schiarare il metodo sviluppato ci è fornito dalla 
cosiddetta equazione di Bessel-, che ba la forma: 

d'i/ , m du , 

-j— s -f T^-f-rty — 0. 

d^^ oc dx 

E una equazione lineare omogenea di 2." ordine. 
Avendosi da essa 

wy' ■\-mii' + nxy ==0 (3) 

si ba derivando 

a!)/'" 4-(in + l)y + «a:y 4- ny = \ 
iFff^''+(m + 2)y'' + Mfl;y"-H2ny'==0[{4) 



e la legge di formazione è evidente,^ ^,^„,|^ 
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Qui ai vede appunto che per ìTo = non può 
prendersi arbitrariamente yaey'o, perchè ee non 
si prendo per es. y'o -^ ai ha che y'a diventa in- 
finito. Quindi l'integrale generale delia nostra equa- 
zione non potrà avilupparei in serie di Taylor nel- 
l'intorno del punto 37 = 0, 

Con questo metodo dunque potremo solo rica- 
vare un integrale particolare nell' intorno del 
punto ic =^ 0. 

Poniamo 

X^j^-^Q y^y^ 3,' = y „ = 
e allora dalle eqnatiooi (4) precedenti ai ha: 

■' • m+1 

j"'_0 ■ 

3»'» 



r.-l- 



(OT + 3){m + l) 



(si noti che nella pHmft delle (4) per X ^0 sco 
pare y'", quindi è da essa che ai ricava J/", e c< 
dalla seconda delle (4) si ricava y' e cosi di t 
guito). , 

Sostituendo si h^ dunque l'integrale 
r, l.n.it" , 1.3.n'a!< 



. 2K"-i-l) ■t!('»+l)l'» + 3)''"J 
Il termine generale di questa serie è; 
1 . 3. 5... (2 r -1-1) «•'■'-' »''-+» 
(2r + 2)! (m + l)(»i + 3) (m + 2rj^+.l^ 1^ ■ 
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eà è facile vedere che il rapporto di un termine 
al precedente tende a zero e perciò possiom dire 
che la Borie è convergente per o|;nÌ valore di x 
finito. Esso rappresenterà un ìnteffr^le particolare 
dell' eqoazione di Bessel. 
Por m = i, n^l si ha: 

La quantità dentro parentesi k una funzione Co- 
nosointa in analisi sotto il nome di funzione di 
Bessel. 

Per m = 2, » = 2 si "ha la funzione-: 

di cui il secondo membro non è altro che 
senfT 



carne si vede .facilmente ricordando la serie di svi- 
luppo del seno. 

§ 18. Equazioni a dsn'vate panigli. — Finora ab- 
biamo considerato fanzioni di una sola Tariabile, 
te quali danna luogo alle equazioni differenziali 
ordinarie. 

Immaginiamo ora una funzione di piii variabili 
indipendenti, quindi una relazione fra la funzione, 
le variabili indipendenti e le sue derivate parziali 
rispetto a queste variabili. 
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Il problema che ci proponiamo è quello di ri- 
trovare mediante requa/.ioiio a derivate parziali la 
forma più generale della funzione che vi corri- 
sponde, e che bì chiamerà l'integrale dell' equa- 
zione data. 

Cominciamo a considerare un eaao assai semplice 
di equazioni a derivate parziali. SÌ abbia un'equa- 



K-^f:)- 



dove ai debba considerare z funzione di x e y, 
mentre che nella equasiione non entra che solo la 
derivata di z rispetto ad ^ e non quella rispetto 
ad y. 

Allora considerando y come costante, si può in- 
tegrare l'equazione che ne risulta che è allora una 
equazione differenziale ordinaria. 

Fatta questa integrazione si ha: 
2 — <f(xye) 

dove e è la costante d'integrazione. Questa fun- 
zione z soddisfa alla equazione data nel senso che 

d z 
ricavata da essa la derivata parziale— ed elimi- 
nando e si ricade nell'equazione data. 

Ma allora è evidonto che so invece di conside- 
rare e come costante, si considera come una fun- 
zione arbitraria di i,, ,,u,^.«, .« , ■ 

espressa nella stessa maniera come prima, anche 
in tal caso la z continuerà a soddisfare l'equazione 
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data; quindi nella risoluzione delle equazioni a de- 
rivate parziali si presenta già questo fatto, che cioè 
nell'espressione dell'integrale, più che una costante 
arbitraria, può entrare una funzione arbitraria. 

Non possiamo passare a studiare la teoria ge- 
nerale delle equazioni a derivate parziali, ma ci 
limitiamo solamente a quelle di 1." ordine e lineari 
rispetto alle derivate. 

Cousiderìamo il caso di due variabili indipen- 
denti x, y. 

Allora la forma generale di un'equazione ade- 
rivate parziali e lineari rispetto alle derivate è 
Ppì-Qq = B (1) 

essendo p, g le derivate di z rispetto aixey, ed 
essendo P, Q, R funzioni di s, x, y. 

Ora dico che la risoluzione di questa equazione 
si può ridurre a quella di un sistema di equazioni 
differenziali ordinarle. 

Sia M — eoat, una funzione di a;, y, z, soluzione 
(supposto che esista) della equazione data. Allora 
ricavandone 

d_u d_u 

dx dy ' 

QU P» 

dz dz 

e sostituendoli nella proposta equazione, questa 
deve essere identicamente soddisfatta, cioè deve 



Coi)yk' 
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e se bì auppoDB che esista un'altra EoIuzioDe: 
p = coat. 

diversa dalla precedente, si ha analoyameute : 

pf-' + pf-^ + iil^-o 

Bm In Ss 
ed csseodo poi 



dJo dy oz 

si ha cho i dx, di/, dz ricavati dalle due rela- 
zioni : 



devono essere tali che: 

dx dy 



cioè debbono essere proporzionali a P, Q, B. 

Ora le due equazioni ("2) possono ritenersi come 
formanti un sistema di due equazioni differenziali 
ordinarie nelle quali due delle tre variabili x, t/, z 
si considerano funzioni della terza. 

Questo sistema, come sappiamo, ammette sempre 
una soluzione, cioè si possono sempre trovare due 
relazioni fra x, y, z tali che da case ricavando 
due di quelle variabili in funzione delia terza si 
abbiano due funzioni soddisfacenti il sistema (.2). 
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QaeHtì due integrali saranno precisamente: 
« = cost f = cost. 

<li cui ciascuno rappresenterà un integrale della 
equazione a derivate parziali. 

In questa maniera poseìamo trovare due inte- 
grali diatinti dell'equazione data. I due integrali 
eompariacono risoluti rispetto a due costanti arbi- 
trarie. 

Ma adesso è fucile vedere che si può ricavare 
ancora una soluzione molto più generale. 3i può 
cioè mostrare che la espressione: 

dove ? 6 sìmbolo di una funzione arbitrarla, sod- 
disfa anche all'equazione data. 

Infatti da tal nuova relazione fra x, y, z (con- 
tenute in w, e) si ha; 

3» . 3w ., 1 f^" , 9» ì 

du , dn ., .\di> , 8v 1 
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Equazioni a derieate parziali. 
e quiodi BOstituendo nell'eqnozìODe data e 

-^■Mfp!'.+ f^e + «I^J^ 

che è evidentemente zero qualunque sia la fun- 
ziono ?, perchè i duo termini in parentesi sono zero. 

Si ha dunque questo risultato interessante che, 
ooDOsoiuti ^li integrali u, v, possiamo formare un 
intograle più generale introducendo il simbolo di 
una funzione arbitraria. 

Tale integrale chiamasi Vinteffrale generale del- 
l'equazione a derivate parziali. 

Togliamo ora passare ad un'applicazione dì questa 
teoria. 

1). Vogliamo ricercare l'equazione di una su- 
perficie tate che il piano tangente in ogni punto 
sia parallelo ad una retta fissa. 
La retta condotta per l'origine delle coordinate sia: 
aZ=X , bZ=Y 
cioè: 

X_Y^Z 
a~~ b^ + i 

essendo a, h due costanti. 
Il piano tangente in un punto di una superficie 

i: 
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e la condiz'ioDe perchè questo sia parallelo alla 
retta precedente è: 

ap-i-bg -l -- 0. 

Per la determinazione della superficie siamo 
dunque giunti ad un' equazione a derivate parziali 
di 1." ordine e lineare. 

Applicando il metodo sviluppato avanti bisogna 
considerare il sistema di equazioni differenziali 
d_x _ dy_ _ dz 
a " è " T 

e ricavarne i duo integrali risoluti rispetto alle 
costanti : 

u = coat. V -^ cost. 

Queste equazioni si possono scrivere: 
dx dì/ , 

dz dz 

donde : 

i» = a « -|- cost. 
y = bz-\- cost. 
e quindi nel nostro caso: 

if=z.X — az 
v = y-bz; 

la soluzione generale sarà una funzione arbitraria 
di u e V eguagliata a zero, cioè l'equazione della 
superficie richiesta sarà 

fi-v-az ,y -bz]-~0. 
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Ogni Buperficio di questa specie non è che un 

cilindro colle generatrici parallele alla retta fissa. 

Infatti se xy zìiM-a punto della superficio e se : 

cc — az = % y — bz = P 

è chiaro che ogni punto della retta di cui queste 
due Bono le equazioni è anche un punto della su- 
perficie. 

2). Vogliamo trovare l'equazione di una super- 
fìcie tale che il piano tangente in ogni punto passi 
per un punto fisso. 

8e Xo yo Zo è il puoto fisso, la condizione pel 
piano tangente in un punto xyzh 

{X -Xo)p-i-(y— y„) q = (z- Zo) 

che sarà l'equazione a derivate parziali della su- 
perficie richiesta. 

Per integrare questa equazione dobbiamo consi- 
derare il sistema di equazioni differenziali: 

dx dy dz 

x — Xa y ~i/o z — z^ 
che integrate danno: 

log [x - Xa) = log (r - Zo) + log C, 
log 'y — yo) = log (2 — Za) + log Ci 
anche : 

Z — Zo 
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e quindi l'equazione della euperficio sarà 

V 2 — So 2^ ~ 2^o/ 

dovo a è uua funzione arbitraria. 

Queste superficie sono coni col vertiue nel punto 
CHo J/v Zo- Intatti SG xy z sono Io coc^rdinate di un 
punto della supertìcie (p = o allora evidentemente 

1 + X ' 1 + À ' 1 + X 

sono lincilo le coordinate di un punto della super- 
ficìo,'corae si può subito verificare. 
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L& ooUeiifl 

irii, deve U „ .— 

«ntorsyoli BclanElatl e lettorati d'ItaUa,edha ormai cnnBB. 
gnito, mercè la Bua eDoeilonale dUTnslone, nno BTilnppo di 
pia che qaattrocento volami^ pet col si è dovatù daaalfl- 
carla per serie, oame aegne : 

SERIE 8CIE1IITIFICA, STORICA, LETTEKABU, 
eilTRIDICA E LOreUISTICA 

{■ L, UBO l< VDlim) 

pel Uahu&li ohe trattano delle scienze e desìi studi Iett«r«rf . 

SERIE PRATICA 

(■ L. 2 11 isluina) 

pel UumALi che trattano delle Indiutrle agrieole. manllat- 

tarlere e degli argomenti che el rifeilseano alla vita piatioa. 

SERIE ARTISTICA 

(■ L. 2 il ■alune) 

pel Haitoau: che trattano delle arti e delle Indnatrle arti- 

Htiche Della loro storia e nelle loro applloailoal pratiche. 

SERIE SPECIALE 

pel HxirnAu che al rlfeiiscono a qualsiasi argomento, 
ma cbe per la mole e per la atraoidlnarla abbondanza di 

Llnclalonl, non potevano eaaere claaalflcati In la 

nna delle serie suddette, a preixo determinato. \l 
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limo D» VAirvAU eoifu 

PUBLICATI SINO AL ISM. 

Aeeialo (Vedi Siderurgia). l. t. 

Aei|>e (Le) Bitnerall « (ermall Jet Hegno d'iMtta, 

di Luifli TiOLL Topogirafiii — Analisi — Elenchi — 
DenominazliMie delle atxt\i6 — Malattie per le quali si 
prescrivono — Comuni in cui acattiriscono — Stabili- 
meoti e loro proprietari — Aoiiue e hng-lii ìn com- 
mercio — Negozittnli d'acque minemli di p&g. sxn-552. 5 50 

Aenslt«B (Vedi iuce e suono). 

Adnlterailone e faisIfleaEloae derll allaitiB(l, del 
Dott. Prof. L. &ABBA, di pae;. yin-212 2 — 

Agrìemltarm, (Vedi Agronomia — Al\meti,taxione del 
Kstiame — AmdiH del vino — Animali da cortUe 

— Apicoltura — Bachi da aeta — Bestiame — Bo' 
tani^M — Cacciatore — Cantiniere — Caseificio — 
Cavallo — Chimica agraria — Cognac — Coleotteri 

— Colorii — Coltivazione, ecc., adle mante tesiUi 

— Concimi — Contabilità a^ra^-ia ~ Economia dà 
fabbricati mraìi — Enologia — Enologia domestica 

— Estimo — Floricoltura — Frwnento e Mai$ — 
Fnttticoltvra — Funghi — Qel»icoltura — Ipiene 
rurale — IntetH nocivi — Insetti utili — Latte, 
caglio e burro — Legislanone rurale — Lepidotteri — 
Macchine agricole — Malattie crittogamiche — Ma- 
lattie dei vini— Olii— Olivo — Orticdtura — Piante 
e fiori — Piante industriali — Pollicoltura — Prato 

— Selvicoltura — Taiaoco — Tartufi — Uva passa 

— Vino ~ Viticoltura — Zootecnia). 
Asraaaaila, del Prot F. CABXfiA SI MUBIOOB, 2* ed^ 

dì iM«. vi-aoa 1 50 

Alecal (Fabbricazione e materie prime), di F. Casta- 

KEBBA. (In lavoro). 
AlMbr» ««MpIaatMiMre, di PnCEBSLE. Puie L 

Anatiti rdgebriea, di pag. 7111-174 1 50 

— Farte_ II. Teoria delle equationi, di pag. tv-170 con 

4 incisioni nel testo 1 50 

Algebra elemenlare, del Proi S. PmCHBBLB, 5' ed., 

di pag. vm 210 1 50 

Allmentait*B«, di G. SiRAPi'oaELLO, di pag. vin-122. 2 — 
«llBieBlaslviie del bestiame, di T. Foooi. (In lav.). 
Alpi (Le), di J. Ball, trad. di L Ciemooa, poe. vi-120. 1 50 

— (Vedi Dieionario alpirto — Prealpi bergamasche). 
AJterazl«a« del «Ini. (Vedi Analisi del mno — Ma- 
lattie ed aiterationil. 

ABÉMlalatratlaBe pabhilea. (Vedi Catasto italiano 

— C«diee da^amak — Contal>ilità eamunale — Di- 
ritto ammwtvtrattfo — Imposte dirette — Legge co- 
munale— SicàLeEtamaòile—CotOabilitàdelloatatoì. 
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Autllsl alv«hrtea. (Vedi Algebra oontplemmtareX 
Analisi del via*, ad uso dei chimici e dei legali, del 

Dott M. Babth, con pref. del Dott. I. Nessler, trad. 

del Prol. D. P, C. Comboni, dì pag. 142 em 7 incis. 2 — 

— (Vedi Cantmitre — Cognac — Enologia — Malattie 
dei vini — Vino — 7ttieoltura\, 

Anailal spcUrale. (Vedi Spettroscopi. 

Aaaltal T*luBi«lrloa applicata a penalmente ai pro- 
dotti commerciali e industriali, di P. E. Alessandri. 
(In lavoro). 

AaaMBila e OatvU^a ean|MM**t», del Prof. K. Bebta, 
di pae. vii-218 con ai indaioni 1 50 

— (Vedi Animali FaraaHti — Batteriologia — Fi- 
siologia — Imbaiaamatore — Inietti — l^otiat(dogia 
— Zoologia). 

AnatavlB Hleraaeaplea. (Vedi Tecnica). 

Anatanla plIMrlea, di A. Lombabdihi, paf. Vt-US 
ran incisioni . 2 — 

AnlDiall laii) pamValIt dell'aama, del FroL F. Mer- 
canti, di pag-, iT-179, con 33 indaioni 1 50 

AniMall da earllle, delFrot. P. BONizzl, di pag.xiv- 
238 con 3B incisioni . , 2 — 

— (Vedi Bestiame — Colombi — Pollicoltura). 
Antlehltà private dei rafani, del Prot. W. Eofp, 

trad. del Prot N. Moreschi, 2" ediz„ di pag. m-130. 1 50 

— (Vedi Archeologia dell'arte). 

AntlBelllel. (Vedi Infezione, disinfetione e disin- 
fettanti). 

ADtr*palog:la, del Prof. G. CANESTarai, 2" ediz., ri- 
Tednta ed ampliata, di pag. yin-2ì2, con 23 im^sioni. 1 50 

— (Vedi Etnografia ~ Fisiologia — Paleoetnologia). 
Aptealt«ra raElaaale, del Prot &. CAiraaTRIHI, 2" 

edizione riveduta di pag. iv-198, con 43 inÓBioni . , 2 — 
ArpreataseBl* delle flhre (eaalll. (Vedi IlVatnra). 
Arah* T«lgar« (Mannaie di), di Db Sterligh e C^B 

KBApDAa. Raccolta di 1200 vocaboli e 600 frasi più 



usuali, di par. 143, con 9 tavole 
- --lea((5r - - 

'IlI-iaO. 
alMfU 

Parte L Storia dell'arte greca teeto, 2* ed-, p. xii-2i 



Araldlea (Grammatica), di F, Teibolati, 3' eàiz., di 

Sviii-iaO, con 98 ine e un'amtendice sulle ' L' 
ealMfU d«ir«rM, del Prot L Gentile 



pag. Viii-ia0,con98inc e un'appendice sulle 'Livrea-, 2 50 
ArokeaN ■ " — , , ff . . -. 

!Àf^nte per l'opera Budd. di iidfeitjoie, indice. 4 - 
Parto H Storia deU'arte etrìisca e romana, testo, 

2* ediz., di pag. iv-iffia 2 - 

Parte II. Aliante per l'opera audd. di 79 tavole, indice. 2 - 
Arehllettara iMllana, doU'ArcL A. Melasi, 2 voi., 
dipae:.xvin-2Hoin-266, contót&v. ell3fig^2'ediz. 6 - 
LArchitet Pelagica. Etnisca, Italo-Greca eRomana. 
H. Aiclùtettura Medioevale, fino alla Contemporanea. 
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ArlUBetlea pradea, del Dott. F. Pamizzà, dì pa- 

Bine vni-188 1 50 

Aritmetica raaUnale, del Prof. Dott P. Paotzza, 

2" ediz., pag. xn-210 % 1 50 

Arte del dire (L'), del Proi. D. Fbba&bi, 2* ediz., 

' corretta ed cunplUta, di pa^. xn-190 1 50 

— (Vedi Rettonca — Bìtmtca — SlUistica). 
Arie Mllltore. (Vedi Storta ddl'j. 

Arie ailMeru-lB, dellTng. Proi. V. ZOPPSTTI, di pa- 
gine iT-182, con 112 fipie in H tavole 2 — 

Arte freea, «Iraiea e r*aiaB>. (Vedi Archeologia 
deU'arteì. 

Arti. (Vedi Anatomia pittorica — Archeologia d^'arte 
— Architettura — Decorazione — Ditegno — Pit- 
tura — Sdenta dei colori — Scoltwaì. 

Arll (Le) crAllehe releHeeeaaiehe. ZincoUpia, 
AatotÌDift, EUoeia£a, Fototipia, Fotolitoenfis, Foto- 
mlogr^ìL Tipoioto^ràfia, ecc., secondo i metijdi più 
recenti, dei grandi maestri nell' arte : ' Albert, An- 
RBBBB, Cbonenbero, Edeb, Gillot, Husioe, Kofahl, 
MoNBT, PoiTBviN, RocT, Turati, ecc., eon nn cenno 
storico Bojlo arti graficlie e un Dizionarietto tecnico ; 
l^. iT-176 con 9 tavole illustrate 2 — 

— (V. Dition, Fotografico — Fotografia dei colon — 
Fotografia per dilettanti — Bieettario fotogr^ico). 

Asfalta (L'),&bbrì<!azione - applicazione, dell'lng. E. Ri- 
ghetti, con SS iacUiom, di pa^. viii-152 . . ._ . . 2 — 

Aaaloprailaae a ulta vita, di C. Paoahi, di pa- 
gine Vi-152 1 50 

Aaalateasa degli Inrerml tieirOapedale ed In Ik- 
Bilf Ila, del Dott C. Oaluako, di pag. xiiv448, con 
7 tavole 4 60 

— (V. Acque mineraìt — Igiene — Soccorsi d'urgema). 
AaaMMHietria. (Vedi Disegno assonometrico). 
Aalr*neBila, di L N. Lockyer, tradotta ad in parte 

ri&tta da E. Seroent e riveduta da Q. V. Schiapa- 
BBLLL 3* ediz., di pag. vi-156, con 44 incisioni ... 1 50 

— (Vedi Oravitaiione — Spettroscopia). 

AllaaM r«*rr«*e*-a*>rlee deU'Italla, del Dott Q. 
Gabollo, S carte, 76 pf*. di testo e nn' Appendice. 2 — 

— {Vedi Alpi — Dizionario geografico — Eserciti 
ge^tgratici — Geografia — Prontuarw di Geografia). 

Atlante (ee||Tafloe anlveraale. di KlBPERT, con no- 
tizie geoerauclie e statistìelie de! Dott G, Gabollo, 
B* ed^ (dalla 71)000 alla 80000 copia), 25 carte, gS pa- 
gine di test*» 2 — 

AtMvafera. (V. Climatologia- Igroscopi- Meteorologia). 
^ MtarlU. (Vedi Notaro — Teitantenti). 
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AWretialar*, BUka^Tra d«IIe ««vi • BegnalaslvBl 
aartlllBie, di F. Impeiuto. di pae. XXII-36II, con 
ig. afi nel testo e xv tavoie litoera&W 4 50 

— (Vedi Ing^nere navale — Macchinùta TUlvcie). 
AaMtlpIa. (Vedi Arti Grafiche). 

Avlcaliara. (Vedi Animali da cortile — Colombi do- 
mestici — Pollicoltura). 

Baohl «la Mia, del Prof. T. Nbno, di pag. VI-2T6, 
2* ediz., con 41 indaioni e 2 tavole ....... 2 — 

— (V"«di Gelaieoltvra — Industria della seta — Tintura 
della seta). 

Bnìlmlits^iVeàiEaplodenti-Storiadell' Arte Militare). 
BatterUl^U, dei Prof. G>. e H. Canestbini, di pn- 
gine vi-240 con 21» illustrazioni 1 50 

— {Vedi Animali Paraasiti — Microacopio ~ Proti- 
stologiaì. 

Beatlaoie (Dì « ragrlevIMr* In Itali», del Fro£F. 
Albehti, di png. vin-312, con 22 zincotipiii . . . . 2 50 

— (Vedi Aaricoltìira — Alittientatione ilei bestiante). 
Biancherìa. (Vedi Disegno, taglio e confeiione di — 

Macchine da cveireì. 
Bibllorrafla, di 0. Ottino, 2* ediz., riveduta di pa- 
gine vi-166. con 17 inoisioDi 2 - 

— (Vedi Dizimiario bibliograficoì. 

KlbilaMcari* (Manuale del), di Pbtzboldt, trada- 
zione di G, BiAoi, e 0. FDMAflAi.LL di pag. xx-361 con 
un'appendice di pae. 2L3 7 50 

Biografia, (Vedi Cristoforo Colombo — Dante — 
Omero — Shakespeare). 

Bitume. (Vedi Asfalto). 

Blasoni. (Vedi Araldica — Paleografia). 

Uoraa lOper. di). (V. Valori pubblici - Danto puìMico). 

Batanlea, del Proi I. D. Hookbr, tradnz. del Prot N. 
Pedicino, 4' edizione, di -ose. nv-13*, con 68 in- 
vasioni 1 50 

Bromata logia. (Vedi Adìilterazionc — Alimentazione 
-- Conserve alimentari — Frumento e mais — Latte 
burro e cacio — Panificazione). 

Barra. (Vedi LatU — Caseificio). 

Ca««iatare (Manuale del), di &. Franceschi, di pa- 
nne vni-268. con 10 tavole e 14 inciaioni nel testo. 2 50 

Calcalo Inflallealmale, del Pro£ E, PasOiL. Parte I, 
Cakolo differenziale, p. ix-31f) con 10 ine. (voi. doppio) 3 — 
Parte II. Calcolo integi-ale (volume doppio), (la 
lavoro). 

Calligrafia (Manuale di). Cenno stoiico, cifre nume- 
riche, mateiiale adoperato per la scrittura e metodo 
d'ins^rnamonto, con 69 tavole di modelli dei principaJÌ 
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Cftmttorì oonfoniiì al pro^rarami gorornstìvì del Pn>- 

féssore R. Peecossi, con Si la^^iniili di Bcritture, 
elegantemente It^te, taacabile, con leggio annesso aJ 
manuale por tenere il modello 3 — 

Calare (]|), del DotL E. Jones, trad. di U. Forkari, 
di par. T[ii-'296 con 98 ìucÌBiani (volume doppio) . .3 — 

Cai* ri feri. (Vedi Riìcaldamento). 

Candele. (Vedi Stearinerin e Fabb. di Candele). 

Cantante (Alanuale dei), dì L. Mabtbisli, di p, xn-1^ 2 — 

Cantiniere. Lavori di cantioa mese per mese, deHTae«- 
(fnore A. SiBirccai, di pag. vin-l'fe con 30 incisioni 2 — 

CMTtaiTall* (Mannaie teorico-pratico della), con nn 
sunte sulla steria della Cartografia, del Prof E. (S-BL- 
cicH, di pag. yi-257, con a? mustrazioni 2 — 

— (Vedi ZSwcOTM) topografico — Telemetria). 
C>*e. — (Vedi Proprietario di Case). 
Caaelflcl*, di L. Manetti, 2* edizione, completamente 

rifatta di Sabiori, di pagine it-312 con Si ìucìsìodL 2 — 

— (Vedi Aduìteraeione degli alimenti — Latte, burro, 
eacioì. 

CaMaM (E nuovo) Itellan*, dell' Att. B. Bbuni, di 
pag. 111-346, voi. doppio 3 — 

Cavalla (Manuale del), del Ten. Colonnello C. VOL- 
PINI, di pag. iT-2(X) con illuatrazioni e 8 tevole. . . 2 50 

Celerinenaara (Manaa)e pratico di), e tavole log»- 
ritmiche a quattro dedmali dell' Ing. F. BoRLErrl, 
di pag. vi-lfe con afl incisioni 3 50 

Celerlmenanra (Mannaie e tavole di), delllng. Gr. Ob- 
i,A.\Di, di p. 1200 con quadro generale d'inteipolazìonL 18 — 

— iV, Cartografia — Compensazione degli errori — Di- 
senno topografico -~ Geometria pratica — Teiemelria). 

CeneutailaDe. (Vedi Tempera). 

Ceralaoehe. (Vedi Verniotl. 

r«rrall. (Vedi Frumento e Mais — Panificazione). 

Chimica, del Prof. H. E. Robcoe, traduzione del 

Prof. A. Pavesi, di p^. vi-194. con 30 ine. 4" ediz. 1 50 
Chimloa alarla, del Dott. A. Anucco, di p. vni-398. 2 50 

— (Vedi Concimit. 

Chinilo* (Manuale del) e dell' luilaatHale, ad uao 
dei C himi i'ì analitiid e tecnici, degli industriali, ecc., 
del Dott Prof. L. Gabba, di pag. ni-ffiJ & — 

— (Vedi Analisi volumetriea). 

Ciclista (Manuale del), di A. (Calante, rìccameate 

illustrato, di pap. vi-19i, con 73 fototipie 2 50 

CllBaatoUgla, di L. De Marchi, p. z-^Ol, con 6 carte 1 50 

— (Vedi Igroscopi ~ Meteorologia — Sismologidl. 
Cadice daranale Italiano ean oaBnent* • mele, 

doU'Avv.l], Broni, di pajr- xr-l(t78 oon 4 inciaioni. 6 60 
- (V. Amminiatraisione p^Miea - Trasporti e tariffe). 
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C«iic« n«lrle« lntemul*nale. (Vedi 7 Prototipi 

del tnetrn e del kilogramma). 
f^ogmae (Fabbrìcaziaiie del) e dell* aplrlt* di vino 

e dialltlaxlane dalle reee« e defle vlnBOce, di 

Dal fiAZ-Di Prato, di pa4{. x-168, con it7 iadsioiiL 2 — 
V*le*tlerl 1m11«dI, del Datu A. OmyFiNi, p.Z7i<3a4 

con 215 ittcisioDÌ {volume doppio) 3 — 

C*laHlil d*Bi«sllel e «•UmblesUara, del Proi. P. 

Boiazzi, di pag. vi-210, con 29 incisioni 2 — 

— (Vedi Ànimalt da cortile — Potlioolturaì. 
C«l*BÉb« C. (Vedi Criitoforo ColonAo). 

C*l«rl e la pUia» (La scienza dei), del Prof.L.OcAiTA, 
di pa?. 218. ...... 2 — 

— (vedi Anatomia pittorica). 

C*UrÌ e Temici, di G. Gorini, 3' ediz.. di p. iv-13t. 2 — 

— (Vedi Fotograibi — Luce e colori — Yemicìi 
Calti vallane ed Indaatrle delle piante teaalll, 

firopriamente dette e di quelle che danno materia per 
egìLcd, lavori d' intreccio, sparteria, spazzole, scope, 
ca^, ecc,^ coll'a^unta di un Diziooano delle paste 
ed induatne tesali, di oltre 3000 tocÌ, del ProL M. A. 
Satoiujnah D'Osoppo, di pag. zn476, con 73 iacis. 5 ~ 

— (Vedi FUatwra - Gdatcoiivra -piante indv,gtriaii). 
Cam^Baailana de^l errarl ean «peelade apf llea- 

alane al rllleTi (cadetlel. di F. (^ROTTl^pw. I7-lfl(L 2 — 
Caat^MlUterla, del Prof. V. Gitm, toL E Ootnpntj- 
Btena commerciale, 3" eto., di p^. vi-108. .... 1 50 

— Voi. H. Computisteria finanziaria, di pag. tiii-15& 1 60 
CaaipMtiateria affrarla, del Pro£ L. Feibi, di pa- 

Efine vi-212. 1 50 

— {Tedi Contabilità — Logismografia — Ragioneria 

— ScriHitre d'afiri^. 

Concia delle pelli ed arti affini, di 6. GoBSNI, 
3* edizione interamente rifatta dai Dott. G. B. Fra»- 
CBSCHi e G. Ventdboli, di pag. ix-210. 2 — 

Cenolntl, del Proi Ftoabo, di pag. TO-a63 .... 2 — 

— (Vedi Ohimiea agraria). 

CaBfeilane di bianeherta. (Vedi Diieqru), taglio e). 
Caaaerve allmeutarl, di G. GoBlHI, 3 edÌ2. intem- 

mente ri&tta dai Dott. G. B. FbanoBbchi e G. Vbh- 

TUBOLi. (In lavoro). 

— (Vedi Adidteratione — Alvuenttaùme ~- Frumento 
e mais — Latte, Intrro e cacio — Parùficaetone). 

CeMtabllllà o*Hiiinale, secondo le nuore disposizioni 
legìslatiTe e regolamentari (Testo unico 10 febbraio ISSS 
e K. Decreto 6 luglio 1890, del Prot A. Dk Bruh, 
di pae. 7ni-aM 1 50 

— (Vedi Diritto ammmùA-aHoo — £«001! amwnale). 
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L. e. 
C*BUbllllà reaerale dell* SUt*, dell' Att. E, 

BitDin, p&g:. xn-1^ (voi. doppio) 8 — 

— (V. OwnrmtisfeWt» — Ratiumcriii — Loiti»moffraliaì. 
C«aWbllll& ludastrlale, del Prof. Rag. Oreste Bbs- 

OAMABGHi. (In lavoro). 
Carpi frasai e alewlaerla, dell'Ing'. B. Mabazza. 

— (Vedi Industria stearica). 

Carr«l(areee*ni|p«aÌl*rellp*rrara.(V.3Vpo0rajìa). 
Carae (Dizionario delle), (Tedi Cavallo). 
CoalKaiIan* M tnlU ^li Siali. (Vedi Ordinamento}. 
Goalaail. (Vedi Etnografia}. 

Crlstalla^rafla ^ eameirloa, Balea e «hlnaioa ap- 
plicata fti mineriDi, del Prof. F. Sanboni, di p. xti-3W, 

con 281 incisioni nel testo (voi. doppio) 3 — 

— (Vedi Gtologia — Mitieralogia). 

Crls(aroraCoUmho,diV.BKLLIO,conlOinc,p.iy-136 1 50 
CrU(«|-anie. |V. Maiattie crittogamiche delle jnante). 
Cranalagla. (Vedi Storia e Cronoloffia). 

Gnbatara. Prontuario per k cubatura dei legnami, di Q. 
Belluouini, 2' ediz. aumentata e corretta, di pog. 204. 2 50 

Curve. Manuale pel tracdiBiento delle curve delle Fer- 
rovie e Strade carrettiere di (J. H. KnontreE, tradu- 
zione di L. Loria, 2" ediz. di pag. 164, con 1 tavola. 2 50 

Dantolofla, di Gr. A. ScABTABzlia, 2' ediz. Vita ed 
Opere di Dante Alighieri, di pag. vi406 (voi. doppio) 3 — 

Debita (II) pubblica Italiana e le regole e i modi per 
le operazioTii sui titoli che lo raiipresentano, di F. Az- 
zoNi, di pag. yin-376 (voL doppio) 3 — 

Deoorailane e Industrie ardallohe, con una intro- 
duzione sulle industrie artist. nazionali, dell'Arch. A. 
Melami, 2 voi. di oomplesBÌve pBg.XK-4eO, con 118 inda. 6 — 

Demo^rafla. (Vedi Statistica). 

DIboaoanenle. (Vedi Selvicoltura). 

Dldaltl«a per b'U alunni delle scuole normali e pM mae- 
stri elementari del Proi. G. Soli, di pag-. vin-214 . 1 50 

Dltreata (Dì, di 0. Ferbini, di pag. iv-13* 1 60 

DIuaailea elemenlare, del Dotti G. Cattaheo, di 
p^. Tiii-I4a, con 2a figure 1 50 

— (Vedi Termodinamica). 

Dlplomatlea, del Prot L. Zdekauke. (In lavoro). 

Dlplaml. (Vedi Araldica — Paleografia). 

Diritti e daverl del cittadini, secondo le Istituzioni 
dello Stato, per uso delle pubbliche scuole, del Prof. D. 
Mapfioli, 8* ed., di pag. xvi-208 1 60 

Diritta ammlnlatratiVa giusta i programmi governa- 
tivi, ad uso dogli Istituti tecnici, del Prot G. LoBie, 
2° edizione, di pag. XJCii-508 (volume doppio), ... 3 — 

DlrlttaeÌvlleltalÌa>a,delProf.G.ALBiCiKi,p.vm-128 1 50 

Diritta oaBBerelale. (Vedi Mandalo). 
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___ 

IMrllto c«Bi>*ale e pr*TÌn«lAla, di Mazzo4XK)I.O. 

'Vodi Lfgge comunale e provinciale). 
DIrlit* «••UMBlsDole, di P. P. CoBTnzzi, p. m-SaO. 1 50 
Diritta eeelcai natie*, del Dott, C. Olmo, di pagine 

xii-172 (volume doppio) 3 — 

— (Vedi Benefici vacanti). 

Dlrltl* InlernaiUwilejBrlTal*, dell' A vy. Prof: F. P. 
CoNTrzzi, di pae. ivi-®2 (volume doppio) .... 3 — 

Dlrltl* InternsBroDnle pnhblle*, dell'ATT.Prof.F.P. 

CoNTDzzi, di pae. xii-3a) [rolume doppio). .... 3 — 
Dlritt* pesale, dell'Avv. A. Stoppato, di p. Vin-192. 1 50 
Diritta ra>MUM, del Prof. C. Febbini. di pa»r. vm-lffi. 1 50 
Dla«irno. I prinuipii del Diserao e gli stili dell'Orna- 
mento, del Prof. C. BoiTO, 3* ed., p. iy-20e, con 81 sUog. 2 — 
Dlseifu* aaB*aometrl«*, del Prot. Faoloni, di pa- 
rine iv-122 con 21 tavole e 23 figuro nei testo. . . 2 — 
DUejfn* freametrlea, del Prof. A, Antilli. di pa- 

sine viu-iSi, 6 figure noi testo e 2« tavole litografiohe 2 — 
DUerno tapugmOem, del (^pitaiio fl. Bertelli, 
2' odia, di pag. ti-137, con 12 tavole o 10 incisioni . 2 — 

— ( Vedi Cartografia — Telemetria). 

Dts«n*, tagli* e o*Bre>l*n« di bUntherU <Mlt- 
nuaie teorico pratico di), di E. Bonetti, con nn 
Dizionario di nomenclatura, p. vin-216 con 40 tav. 3 — 

DUInfeilone. (Vedi Infezione]. 

DUtllluUne, (Vedi Alcool — Cognac). 

DlilatwrU «Ipln* Italiano. Parte 1' : Vette e valichi 
ttalmnt, dellTne. E. BiuuAM-SoaKiNi. — Parte 2': 
Valli lombarde e limitrofe aita Lomiardia, delllng. 0. 
Scolari, di pae. xxii-310 3 50 

— (Vedi Alpi e Prealpi bergamasche). 
DUIonarl* Eritrea Italiana araha-aniarle*, di 

A. Alloei. (In lavoro). 

DtiUnarl* riella liagna del Galla (Oranenlea). 
(Vedi Grammatica). 

Dlilouarlo blbllagrafle*, di 0. Arlìa, di pag. 100. 1 50 

Dlilonarlo Filatelie*, per il Raccoglitore di franco- 
bolli conintrod. stor.ebibliogr.diJ.(3Ei.LI,p.LXiv-412 4 50 

OlzUnarl* rol«|traHe* ad uso deì dilettanti e profea- 
awnisti. contenente oltre 1500 voci in 4 lingue, nouchè 
600 sinonimi e 600 formule del Dott. Lnrei Oioppi, 
dipaf. viii-600 con 95 incis. e 10 tavole fuori testo. 7 50 

— (Vedi Arti grafiche fotomeccaniche — Fotografia per 
dilettanti — Ricettario fotografico). 

Dlilooarl* f eagrafieo universale, del Dott. G. Ga- 
ROLLO. 3' edizione, di pag. vi-632 a due colonne . . 6-50 

DIzIanarU Italiano. iVedi Vocabolario italiano). 

Dlilanarl* liallan* e Vvlapak, di 0. Mattel (Vedi l>^ 
Vi^pOk). 
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L. e. 

Dlslanarl» termi*! delle etrse, dì C. Volpini, di 
Dite:. 47 1 — 

niiionarl* aBlTeriMle delle Ilorae Itallksa, (e- 
desea, Ing'lese e nranceae, disposte in un unico 
alfabeto, 1 voi. di pag. 1200 8 — 

Dagane, (Vedi Codice doganale — Tratporti). 

Daltrlaa pepalare, {q 4 lingue. (Italiana, Prancwe, 
Inglese e Tedeeca). Motti popolari, &asi Gommerciall e 
proverhi, raccolti da Gr. SE88a, 2' ediz., di pag. rT-212. 2 — 

Eoaaanii» del fobhrieatl mrall, dì V. NICCOLI, di 
pae;. vi-192 2 — 

— (vedi Estimo Tvrale — Legttlatione rwale). 
" laneala Mlltlea, del Prol. V " ^ 

del Prof. L. Gobba, 'ò' ed., ri»e 
- (Vedi Sciema deile finanze). 
Eleltrit^iata (Manuale dell'), di Q. Ooloxbo e R. Fes- 
Rnn, dì pdg. tiìi-2I)Ì-44 con 40 indaioni 4 — 

— (Vedi Bluminazione — Telefona — Telegrafia). 
Elettricità, del Prof. Fleemmo Jenkin, tradnz. del 

Prol. R. Ferrini, di pae: vin-180, con 33 incisioni. 1 50 

— (Vedi Magnetismo — Unità assolute). 
Eleltrallal. (Vedi Qalvanoplagtita). 
Etloirrafla. (Vedi Arti grafiche). 
Eoibrlolaifla e aerrologla s'onerale, del Vtot G. 

Cattanho. (In lavoro). 

EBelclepedIa HaepU (Piecok), in 2 volumi dì 3375 
pagine di dae uolonae per ogni pagina con Appen- 
dice. L'opera competa elegantemente legata .... SO — 

Enerifla flatea, di 11. Ferrini, di p. ti-108. con 15 ine. 1 60 

^ (Vedi Dina/mica dementare — Temwdinantica}. 

E a aUgia, precotti ad oso degli enologi it^ani, del 
Prof. 0. Ottavi, 2" ediz., riveduta e ampliata da A. 
Stritcchi, di jMg. xn-164, con 21 incisioni .... 2 — 

— (Vedi Anójm dd vino -Oantiniere- Cognac- Enologia 
domegtica ■ Malattie dei vini ■ Timo - Viticoltura). 

Eaelattladameadoa, diRSEBNASiOTTO,pa?. vin-^3. 2 — 
E«l«atwl«Ia. (Vedi Coleotteri italiani — Insetti no- 
civi — Insetti Htm — Lepidotieril. 
B«M«alaBl (Teoria delle), del Frol S. Pihcheblb, di 
me. xa-lTO, con i Inósioni 1 50 

— (Vedi Algmra complementare). 
Errarl e pr^ladlu val^arl, confatati colla & 
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L. e. 
Bserclsl di lradM>l*»e eoa T*««b*larlo a ««m- 
pIcMeot* della graBÉBiallca ledean», del Prof. G. 

Adler, di pag-. iv-3i!6 1 50 

— (Vedi Grammatica tedesca — Letteraturaì, 
EaplodeBlI em.da M fabbrloarll, R.M0LINA, p.SZ-aOO 2 50 
Eslttlleu, del Prat. M Pilo, di pag. «-280 .... 1 50 

— (Vedi Etii:a — Filosofia — Logica ~ Pgicoloffia). 
Batlni* rarale, dì F. Cabbqa di Muricob, p. ti-161 2 — 

— (Vedi Agronomia — Z^ùemu topografico — Eco- 
nomia dn fabbricati rurali — Qtometria pratica). 

Eilea, del Proi L. Fkibo. (In laroro). 
Ktncgrafla, del Prol. B. Malfatti, 2* edìz., inten- 
meote rìfosa, di pag'. vi-200 l 50 

— (Vedi Antropologia — Paleoetnologiàì. 
EMalvrla. (Vodi Antropologia). 
Fabhrioatl rarall. (Vedi Eamotnia dei). 
Pabhrlche. (Vedi Proprietario di Case). 
Fabbr*. (Vedi Fonditore — Operaio — Tornitore). 
FalegoaMa «<l «baniata. Nhturadei legnami, mauien 

di conserrarli, prepararli, colorirli e verniciarli, loto 



FarmaoUta (Mannile del), del DotL P. E. àlessandi , 
di pag. xu-628, eoa 13B tav. e dO incisioni □rigiuali. 6 50 

Ferro. (Vedi Siderurgia). 

Ferrovie. (Vedi Trasporti). 

Filatelia, iVedi Dizùmario filatelia)). 

Filatura. Manuale di filatura, teatiturB e lavorazione 
lueRcaniua delle fibre tossili, di G. Goothb, tradoDone 
suir ultima edizione tedesca, di p. viiI-414, con 105 ino, 5 — 

— (Vodi Coltivazione — Piante industriali). 
FlIaUfla elaaalca, f reea e Ialina, del Prof. V. 

Inaua, di pag. zii-19a 1 50 

— (Vedi Ijetteratura greca e romana). 
Fllauaata. Quadro generale di navigazione da diporto 

e consigli ai prindpianti, con un Vocaoolario tecnico più 
in u3onelpanfiliamento,delCap. O.OLivARi,p.xvi-28t> 2 50 
FlUaafla B*ral«, di L. Foiao, p. zvi-336 (voi. doppio) 3 — 

— (Vedi Esletica — Etica -~ Logica — Psicologia). 
Flaanie (Vodi Scienza delkì. 

Flarl. (Vedi Floricoltura — Piante e fiori). 
Ftalea, del Prof. BiLFOtra Stewart, trad. del Prof. G. 
Cantoni, 4" ediz., di pa^. x-188, con 48 incisioni . , 1 50 

— (Vedi Calore — Energia fisica — Luce e suono). 
FlaUUrla, di Fogxeb, tiadnz. del Pmt. G. Albdo, 

3' odia., di pag. xii-158, con 18 ineiaioni 1 50 

Fhtalorlaeooiaarala.tV.^natomia— Jlntirtit^Oina). 
FiMUfla. (Vedi Botanica — Flora itaiiatM — Flo- 
ricoltura — Fr^itticoltwra). 



12 Elenm dà Btamiali Botpii. 

. _ ____ _ 

FUr» lÉallank lueablle, di R. Pkdtta. (In 1»T0T0). 

Pl*rt(i*iiura (Manu&le di), di C. M. Fratelli Roda, di 
p&g. vni-lS6, non 61 indeioni 2 

— (vedi Botanica — FianU e fiori). 

VngnMnr» elMatilna, dell'Ine. D. Spataro. (In Ut.). 

F*n4lMre In latti i aelalll (Manuale del), di GÌ. Bel- 
LUOMINI, di pag. 146, e 



P*M*to|fla «reca, del Fro£ A. CmaDINI. (In lavoro). 
F*a«i*gia U«ll>n>, del Dott. L. STOPPATO, p. vin-102. 1 50 
PonoloirU latina, di S. Consoli, di me- 208 . . . 1 50 
Fot*(aTTan*tlpla. (Vedi Arti grafiche). 
Wot9grmtta del e*l*rl, delDott. C.BoNACINT. (InUv.) 
FatavraBa |mI dilettanti. (Carne il sole dipinge), di 
G. ftluPFONE, di pag. iii-3(J6, 3* ediz., con 88 ineis. 2 — 

— (Vedi Arti grafiche — Ditionarto fotografi/^ — 
Ricettario fotografico). 

Francabolll. (Vedi Dizionario Filatelico). 

Frawent* e m^», di G. Cantoni, p. vi-168 e 13 incis. 2 — 

— (V, AAvlteraxione — Alimentazione — Panificazione). 
Fruttlcaltura, del Prof. Dott. D. Tamabo, con 63 il- 
lustrazioni, di p^. vin-192 2 — 

— (Vedi Fomologia artificiale — Uva pa^sa}. 
Fulmini e parafululal, del Dott. Frot. E. Caitb- 

STKisi, di pag. Tni-168, con 6 incisioni 2 — 

Fnnithl (DcdltartaB, loro natura, storia, coltura, con- 
aervaKÌone e cncinatura. Cenni di Folco BanNi . . 2 ^ 

Fne«hl artl0«lali. (Vedi Pirotecnia). 

Fa«cblata> (Vedi Macchinista). 

Cialvuajplaalloa, ed altre applicazioni dell'elettroliBi. 
Galvanosteei». Blettrometallurfia, Affioatara dei me- 
talli, Prepararione dell'alluminio, Sbianchimento della 
carta e delle stoffe, Risanamento delle acque, Concia 
elettrica delle pelli, ecc., del Prof. R. Ferrini, 2^ ed., 
completamente rifatta, di pag. xn-3ffi con 45 inci^oni. 4 — 

Gelsleallnra, del Prof. Dott. D. Tamaro, p. xti-170, 
con '22 inci^oni nel testo 2 — 

— (Vedi Coltivazione e industria delle piante tesiili). 
Cie*de«la. (Vedi Oompeneazione degli errori — Cete- 

riìTiennura — Curve — ÌJisegno topografico — Geo- 
metria pratica — Telemetria). 

fieadlnaniea. (Vodi Sismologia — Termodinamica 
— Vulcanismo). 

fie^rafla, di G. Grove, trad. del Prof. E. Galletti, 
2" ediz., riveduta, dì pag. xn-190, con 23 incisioni. . 1 50 

— (Vedi Alpi — Atlante — Cartografia — Disegno to- 
pografico — Dizionario geografico — Mare — Pron- 
tuario di geografia). 

Ceografla cl«s«lea, di E. F. TozER, traduzione e 
note del Frofl L Gentile, 5' ediz., di pag. IT-16S. . 1 50 
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Ge*rrafl» a«l«», di À. Gedob, tmdnidoae snlU 6* 
edizione inglese di A. Stoppasi, 3* ediz., pag. iy-132, 
con ao tnciBioni 1 50 

Ge«l*^«, di &EIKIE, traduzione sulla 3' edizione in- 
glese di A. Stoppami, 3' ed., di p. vi-lM, con 47 ine 1 50 

— (Vedi Cristallografia — Mineralogia). 
Gecmetrla KBalllIra ieil* •p»il*, del Proi F. 

AscKiEBi, di psf . vi-196 con 11 incisioni 1 50 

Ge«Bie(rla analmea del ptaB*. del Pr. F. AfiCHlEBi, 

di pag. vi-194, con 12 incisioni 1 50 

G«aMelrIa dMterltlIva. del Frot. F. Abchibbi, di 

pag. iv-210, con 95 incisioni 1 60 

Ge*Bin(rIa Bielriea e lrig'*D*Bieu-la, del Pro£ S. 

PiNOHEBLE, 3' ediz., di pag, ti-152, con 16 incisioni 1 50 
Geanetrla ■ratina, dellTng. Pra£ Q. Ebedb, 2* ediz., 

riveduta,^ di pag. k-184, con 134 indaioui 3 — 

— (Vedi Vdenmensnra. — Diwffno assonometrico — 
Disegno geometrico — Disegno tovografieo — Geo- 
desia — Regolo calcolatore — Statica — Telemetria). 

GeaMi«(rla^r^attl*a del plaa* e della alella, 
dei Prof. F: Abchibbi, 2* ed., di p. vi-22a. con 88 ine. l 60 

G«*Melrla rra|ettÌTa della apaiU, del Prof. F. A- 
ecHiEEi, con molte incisioni. (In lavoro). 

Geauetrla para eleBtentare, del ProL S. PlN- 
CHERLE, 3* odiz.j di pag. vi-140, con 112 incisioni . . 1 50 

GliUa. (Vedi Siderurgia). 

Glardia* {l\) Inraallle, del ProL P. Coirar, di pa- 

K*ue iT-214, con 27 tavole (voi. doppio] 3 — 
mastica (Storia della), di F. Valletti, di p. Tm-184. 1 60 
Ginnastlea femnilnlle, di F. VALLETTI, di pog. TI-112, 

con 67 illugtraaioni 9 — 

Glanaallca aaselilia (Manuale di), per cura di J. 
Gblli, di p^. vm-IOe, con 216 incisioni 3 — 

— (Vedi Schermai. 

Cilalellerla, ar«fieerla, ara, arresta e platlB», 
di E. BosELLi, di yag. 338, con iS indsioni . . . 4 - 

— (Vedi Pietre preziose — Metaili preziosi). 
GiDoehI. (Vedi Scacchi). 

GlarUpradeaia. (V. Codice doganale — Digesto — 
Diritto amministrativo — Diritto civile — Diritto 
costituzionaie — Diritto ecclesiastìco — Diritto in- 
tcrnaxiowde pubico e privato — Diritto penale — 
Diritto romano — Imposte dirette — Legge comu- 
naie — Legislazione rurale — Mandato commerciale 
-~ Notaio — Rvx^tta nwWfc — Testamenti 

GrafaUrU con numerosi autografi del Pro£ 0. Lou- 
BBOHO. (In lavoro). ,,|,. 

GraMMall«a araMlea. (Vedi ArcUdiea). '^ 
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GraMHMlea • 4lEl«B«rl« della llarsa ilei CiUla 
(•raaiMileit), dol Proj. E. Viteubo. 

Tol. I. dalia-Italiano, di p^. Tin-152 2 50 

Voi. H. UsIiano-Q-allB. dì mfr. lxiv-103. .... 2 60 

CrMMiallea fr««e«*e, del Prof. Q. PfiAT, p. 31-297. 1 50 

— (Vedi Eserciti di traduzione). 

GrAHMstleB gree^, INuzioni elementari di lingua 

ereoa), del Prof. Isaua, di pag. xn-208 1 50 

(Vedi Fonologia — Morfologia). 
GrMiaialle« della Magna rreea aiadaraa, del 

Prof. R LovERA, di pie. VI-154 1 60 

firamiuatiea tajcleae, del Prof. Lcai Pavia, p. zii-260 1 50 
Cramuatlea Italiana, di T. Concabi, dì p. Tli-SOL 1 50 
«raauiatlca latina, del Prof. Vauuooi, (G p. X-250. 1 50 

— (Vedi Fonologia latina — Letteratìtra rotMona). 
GraaiBiatlea e vaeabalarla della lln(«a rMNieMt, 

del Prof. R Loveba, di pa«. vin-200 1 50 

CìraaRwadea •ansorlta. (Vedi Sanicrito}. 
Gramtuallca ■parimela, del Prof. L. Pavia. (In lav.}. 
Gramaialloa (edeaea, del Pra£ L. Favi», p. XVUi-251. 1 60 

— (V, Eserciti dì traditzione — Letteratura tedegca), 
GraTllaclone. Spiegfaziona elementare delle ludsclpali 

perturbazioni nel eistema aolare di Sir Q. a. AuT, 
trad., note ed »^. di F. Foboo, 50 ine, p. xxiv-176. 1 50 

— (Vedi Astronomia ~- Svettroscùpio). 

Grecia (La) aallea, di Or. TOHIAZZO. (V. Storta anticài. 

Idraterasla. (Vedi Acque [cura ddleì). 

Irtene d«l lavora, ToAMBUSvl A. e Sanabelli. di pa- 
gine v(ii-il^ con 70 incisioni 2 50 

■rlene della vita pahblloa a privala, del Dott. G). 
Fahalli. di pag. ni-250 2 50 

lrl«>* prlrata e medicina popolare ad oso delle fami- 
glie, di 0. BocK, trad. di E. Pabibtti sulla 7' edia. t«d. 
wn una introduzione di Q. SoBMim, di pag. xn-278. 3 60 

Iffleae pabblloa, del Prof. SOBiuin. (In lavoro). 

I|:lene rurale, A. Carraboli, pag. x470 (voi. doppio). 3 — 

— (Vedi Assistenza tmli infermi — Soccorsi d'urgèmaì. 
■rlene «Mtastloa, di A. Repo8Si,2' ed.,di pae.ly-2«. 2 — 
Iffleoa Teterloarla, del Dott U. Ba&PI, di p. VIII-22B. 2 — 

— (Vedi Zoonosi). 

Iffraaeapl, ii^raaaetrl, aBifdltA «UMaar«rlea, del 
Prof. F. Cantoni, di pag. zn-146, uin 21inc.e7 tab. 1 CO 

— (Vedi Climatologia — Meteorologia). 
llloBilMailaBe clellrlea (Impianti di), dell' log. E. 

PuzzoLi, 2* edisdone interamente riiktta, di pag. hy- 
466, con 263 incisioni, 78 tabelle e 2 tav. litografate. 6 60 
■■ikalaaaiatare (Manuale dell'I, preparatore tassider- 
mista, di R Gestro, 2' ed. riv., di p. zn-UB, SS ine. 2 - 

— (Vea Satvvalitta viaggiatore). 
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lMr«ate<lrc(M!lRincos8Ìanedelle),E.BBirNI.p.Tm-158 I 60 

■wpaale ■al rkbhrl«>ll, (Vedi Proprietario di case). 

I>èht«alrl. (Tedi Vernici). 

■■daatrls delU Bela, dì L. GIabbà, 2* ed., p. iv-208. 2 -- 

laalaalrla (L'i atearlca. M&noale pratico doD'In^. E. 
Marazza, di mg. 288, con 76 ine. b con molte tab. 5 — 

Indpatrle. (Vedi Apicoltvra — Arte mit^eraria — 
Asfalto — Bachi da seta — Caseificio — Concia delle 
pelli — Conserve — GalvaTu^astica — Gioielleria 
— Merceologia — Molini — Olio — Orologeria — 
Piecole indmirie — Tahacco — Tintore, ecc.). 

I»dBB(rl« artUtlekc. (Vedi Deeoraiionil. 

■■dutrle teaalll. (Vedi Coltivazione — Qeliicdtwra 
FUatwa — Beta). 

lafeilaae, dlslnreilaae e dlalmhtt^utì, del Dottor 
Prof. P. E. Alkbhamdki, di pag. vm-lW, con 7 ine. 2 — 

■■«ffeere elvlle. Manuale dell 'IiiKeETi ore civile eindu- 
atrialo, di &. Colombo, 13" ed. (31*. 3^ e 33* miiìliaio), di 
p. siv--òm, con 203 fig. e con uni Biblii^rafia dcll'InEO- 
gTieredispostainordinBaltabeticcidolle materie di p.148 5 50 
n medesimo tradotto in iranoese da P. MiaciLLAO, 5 50 

Inrernere D>v«le. Prontuario di A. Ciononi, con 
m fie., di paR. 3(Xxn-292. Leg. in tela L. 4 50, in pelle. 5 50 

— (Vedi Attreziatttra — Marinista navale). 
latrassi. (Vodì Chimica agraria — Concimi]. 

■■■«ttl Mclvt, F. Fbanokschini, p. Tin-2B1, 96 incis. 2 — 
l>sciu alili, di F. Francbschini, di pag. xn-100, con 

43 incisioni ed 1 tavola 2 — 

lntereB«« e scaBl*, di E. OAOLUSDt, dijpaff. VI-2(^ 2 — 

— (Vedi Contabilità — Computisteria — Dwito ì>m6- 
hlico — Baoioneria — Valori wiMiefì. 

latllHitoal doli* Slato (Le). (Vedi Diritti e doveri 

dei cittadini — Ordinamento degli Staiti. 
Iltlaiwla. (Vedi Piscicoltvra — Ostricoltura e Mi- 

tilieoltura). 
liaUe, barra e caela. Chimica analitica applicata al 

caaeìflcìo, del Prot Sabtobi, di pag. j-192, con 21 ine. 2 — 

— (Vedi Adìiiteraiione degli alimenti — Caseificio). 
L«gKc ■olle caldina. (Vedi Macchinista e Fuochista). 
LeirV (tia naoval eaHaaale e pravtaelale, anno- 
tila dall' Atv. e. Mazzoocolo, 3" ediz., con raggiunta 

di due regolamenti e due indici, di fos. vni-VS . . 4 50 
■'•IW*' (Vedi Codice doaaTiale — Diritto amministra- 
ttvo-civile ' commerciah -ecclesiastico -penale -romano 
~ Imposte dirette — Legìslazicne rurale — Ordi- 
namento degli staH — .fiiccAe^za mobile). 
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L«rlBl>ri*Bc rarale secondo il progniniiiaKOTenutlTO 

per gli Istituti Tecnici dell'Avv. E. Bruni, di p. zi-122 3 — 
Legnavi. [Vedi Cubatura dei legnami — Falegname). 
Lepidotteri IOIImI, del Dott. A. Oriffisi, dì po- 

(fine Tiii-2i8 con 149 incisioni 1 50 

LeUerBtars KHerki>B<H di Or. SnurFOBELLO, p. 158 1 60 
LctteratBra dkaeae. (Vedi Letteratura twrveguiìtal. 
LetterMara ebraica, di A. RbtEL^ voi., di p&g. 361. 3 — 
Letleralnra ef lilana, del Dott. L. BalGinri. (In lav.). 
Lelt«ranr« francese, del Prof, F. Maboillac, tiwL 

di A. Pi.oANiin, 2* ediz., di pw. vm-181 1 50 

Letteratar* ffrera, del ProL V. Inau^ 10* ediz., mi- 

g-liorata (dal ^° al 40° migli&io), di m«. vm^JÌSl . . 1 60 

— (Vedi Filologia dasaiea — Verbi Oretd Anomaliì, 
Lclteratara iBdlasa, del FroL A. Db Odbebmaiu, 

di pag. yni-159 1 60 

Letteratara lagfleae, del Prof. K Solazzi, 3' ediz., 

di pag. vin-l»4 1 BO 

LetteralBra lataadeae, di S. AxBBOaoLi. (In laToro). 
LetMraUra Itallawi, di 0. Fehini. 4* ed., di p. vl-XA 1 60 
■.«ttcratura latlaa. (Vedi Fonologia latina— Ora*»' 

matiea latina — Letteratura romana). 
Letteratnra narT«rlana del Dott. S. CoHSOLI, di 

pa^. zvi.27a 1 50 

Lelleratarapenlana, del Ftoil. Pizzi, di pae:.X-a(]6. 1 60 
Letleratora prcTemale A. Restoei, di p»g. 1-220. 1 50 
Letteratura raaiana, del Pro£ F. Rahobino, 3' ediz. 

rivedutti e corretta (dall' 8° al 12° migliaio), p. iv-320. 1 60 

— (Vedi Filologia dorica — Grammatica iaHno). 
Lelteralnra apafDaela * ••n*rhe*e, del Prof. L. 

Cappelletti, di pb«. vi-20a 1 50 , 

L«neratara teileaea, del Froi 0. Lasqe, traduz. 
di A. Fao&nini, 2* ediz., cuctetta, di pag. zn-166. . 1 50 

— {Vedi Egercin ~ Grammatica txdeicaì. 
LelWratara Nafherese, di Zisìhy AbpId, di pa- 
gine xn.295 1 50 

LeUeralnre alaTe, di D. Ciìkpoli, 2 rollimi i 

L Bulesri, Serbo-Croati, Yntn)-RtifiBÌ, di pag.iv-141. 1 50 
II. Basò. Polacclii. Boemi, di pae. ir-l^ .... 1 50 

LlhrL (Vedi Bibliografia — B3)liotecario — Dizio- 
nario BiUiograficó — Paleografia — Tipografia). 

Llnifaa araha. (Vedi Arabo volgare). 

Llacaa del fialla (arovonlea). (Vedi drammatica). 

Llng'aa fk-anceae. (Vedi Qratnnuitica e Eserciti). 

Llagaa (reca. (Vedi Grammatica — Letteratura). 

Lln^aa rreea Madcraa. (Vedi Grammaftoal. 

LlMfaa latlaa. (Vedi Grommatìca — Letteratura 
romana). 

Lta^aa raaieBa. (Vedi QrammatÌ4Xtì, 
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Lisina uiaaerM*. (Tedi Sonaeritoì. 

LInraa tMicaek (Yedi Eierciti — Grammatica — 

letteratura). 
Liagraa tl^«. (Vedi Tiffrè). 
Llnira« coBiparate. (Vedi Storia comparata). 
Llagae diverse. (V. Zetferafwra delle singole linméì. 
LlncBe dell' Africa, dì R. ClIBT, Terslone ÌtaJj&nh 

del Prof. A. De Qcbeonatib, di yog. ir-llO. ... 1 50 
- (Vedi Àraòo volgare — Dizionario eritreo — Qram- 

toti, E. Gobba, di pag. 117. 1 50 



nuitica oromonica — Tigri 

Umguc nee-ladae, del Dot . 

Llaaroe Blraalere (Studio delle), dì Marcel, ossia 
l'Arte di pensare in ima lineaa stniuen, tradaz. del 
Prof. Damiaki, dì pag. xn^m 1 50 

Livree. {Vedi Anddica). 

LarBritMl (Tavole dì), con 6 decimali, pubblicate per 
cara dì 0. MOlle£. 4* ediz., aumentata delle tavole 
dei logaritmi d'addizione e sottrazione per cura di 
M. Rainì. di wtg. Hxiy-186 1 50 

Logica, di W. St*bi.et Jbvonb, tradu*. del Pro£ C. 
(ANTONI, 4' edìz., di pag. vm-lM, e 15 ìncìsiouì . . 1 50 

— (Vedi Egtetica — Eiiea — Filosofia — Piicologia). 
Laglea valeMaUoa, di 0. BmiALi-FoRTI, p. TI-15B. 1 50 
L*Brl">i*ffraaa, di C. Chiesa. 3' ediz., ne. xiv-172. 1 60 

— (V. Computiat. - Conlabiiità ddlo Stato - Salumeria). 
Laee e ealerl, del Pro^ Q. Bellot^, dì pag. X-166, 

(MB 24 incisioni e 1 tavola. 1 50 

Laoe e ■■one, di E. Jones, trad. di U. FoiiNA£i.<InlaT.) 

HaeohlBUta e raeektsM, del Frot G. Gautero, 
6' edirione, con Begiaiite dell' Ing. L, LoaiA, di pa- 
gine Eiv-180, con 24 incisioni e col testo della Legge 
sulle xaldue, eca (dal 10* al 12° migliaio) 2 — 

Nacohlalata navale (Mannaie del) dì M. Lionabolo, 
di pag. xu-401, eoa 164 figure 5 50 

Haeelilne afrleale, del conte A. Obncblli-Pbbti, 
di p^. viii-216, con 68 indaioni 2 ~ 

Haeelila* da eaelre e rlvaaiare, delling, Alfredo 
Galassini. di pag. vii-230 con 101) iucisioni .... 2 50 

Haeehlne. (Vedi Ingegnere civile — Ingegnere na- 
vale — Macchinista e fuochista — Macchinista navaie 
— Meccanismi (500) — Meccanica — Orologeria). 

■Ia|rii«(leaia ed eletIrioUÀ, del Dott. G. FOLom, 
di pag. xa-mi, con 102 incisioni 2 50 

HaU. (V. A^ricoltii/ra ■— Frvmento — Panificaaione). 

Malattie orlttetraHleke delle piaste «rbasee 
ealtlvate, del Dottor R. Wolf, traduzione con note 
ed aggiunte del Dottor P. Baccartsi, p. x-268, 50inc. 2 — 

Halattle ed alterailoal del vini, del Prof. S. Cirr- 
TOLINI, di pag. xi-lSS, e 
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MalatUc traaailaalbtli dafll utaiall all' ■•»*. 

(Vedi Zoonoatì. 
HMdal* BDBaaerelAle, del Prof. E. YlDABI, p. vi-160 1 50 
K>re ID), del Prot V. Beluo, di {««. iV-IéO, con 

6 tavole litograiate a colori 1 50 

H>rlM (Manuale del] allltere « ■■«rMuitile, di 

De Amezasa, con 18 xilografie ed un elenco del per- 
sonale dello Stato madore, di pag. Tin-2^. . . . 5 — 

Hiutlel. (Vedi Yemicx e laèche). 

Halerlalt *m «•■Iraaliwe (Vedi Betisterua dei — 
Travi metallici eompoitil. 

Hatematlea. (V . Algebra ■ Aritmetica • Caicoio infini- 
tesimale- Celerime7i»ura - Gompensatione - E^uaiùmi 

- Geometria - logaritmi - Logica matetnatiea). 
Materia Medica naaderna (Mannaie di), del Dott. 

G. MiLACBJOA. (In lavoro). 

Materia oalaraoll. (Vedi Colori e Vernici — TÌ7t- 
tore — Piante indìutriaii — Ferntc» e Locate). 

Meceanlea, del Prot R. Stawbll Ball, tiaduz, del 
Prot. J. Bbnbtti, 3* ed, di p, ivi-214, con 89 inda, 1 50 

■eoeaalsail (5(X)), scelti fra i più importanti e recenti 
rìfereotiisi alla dinamica, idranlica. idrostatica, pneu- 
matica, macelline a vapore, molini, toroM, oTologerìe 
od altre diverse macthiue, da H. T. Bbowh, tra- 
duzione italiana snlla 16* edizione ing-lese, dall'In- 
g^uere F. Cebkuti, p. vi<176, con BUU ine nel testo 2 60 

— (vedi Orologeria — Tornitore meccanico). 
Hedarlle. (Vedi Numitmatiea). 

Il«4leiaa. (Vedi Anatomia — Animaii paratHti — 

— Agaiaterma agli infermi — Batteriniogia — Em- 
briologia — Fisiologia — FoT-macieta — Igiene — 
Materia medica — Protistologia — Soceorn (fw- 
genia — Tera'peìitiea — Zoonottl. 

■■•BMllt. (Vedi Peso dei metaUi — Operaio — Fondi- 
tore — Tempera — Tornitore), 

Melali! pregiasi (oro, argento, platino, estragone, fu- 
sione, assagvì, usi), di Q. ^OKon, 2'«d., p. 196, 9 ine. 2 — 

— (Vedi Oreficeria e QtoielUriaì. 
Hetallarrla. (Vedi Siderurgia). 
Helearala^U gtmtirmìtt, del Dott L. Db Mabobi, 

di wff. vi-156, con 8 tavole colorate 1 60 

— (Vedi Climatologia — IgroKopi — Sismologia). 
Metrica del areel e del raaiaal, di L. MOLLER, 

tradotta dal Doti. V. Lami, di pa^. zvin-130 ... 1 50 

— (Vedi Letteratura greca — Rimttoa — Verbi greci). 
Helrolorla. (Vedi Prototipi intemanonali del metro 

e del kuogramma). 
Nicola^ la. (Vedi Funghi e Tartu^ — U'UatUe Crit. 
tagamtcheì. 
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-^ ^.B (D), oasift Guida elementare alle più fo- 
cili oaservazioDi di Mìcrosc^ia, del Pro£ Oanillo 
Acqua, di ps^. zu-^ con ffl indaiom 1 60 

— {Vedi Batteriologia — Frotiatologia — Teaàea 
microscopica). 

Miele. (Vedi Apicoltura). 

•llliMrla. (Vedi Esplodenti — Scherma — Storia 

arte miiitareì. 
■■■■erniari* feaerale, del PmL L. Bombiooi, 2* ed. 

riveduta, di p. xiv-lHO, con t^ ine e 3 tav. cromolit. 1 60 
Mlaeral^a deuriHIva, del Plot. L. BOHBIGOI, 2* 

edìz. dì PIA. iT-dOO, con 119 incisioni (Tol. doppio). . 3 — 

— (Vedi Gr^taàofr^^). 
Nlalere. (Tedi Arte Mineraria). 

■Iniatar*. (Vedi Colori e vernici — Iaux e colori — 
Decorazione e ornamentazione — Pittura), 

Nltt. (Vedi Errori e pregiudizi!. 

Hlirilealtar^ (Vedi Ostricoltura — Pimeolturaì. 

Nitelcgla eeaÉBarUa, di A. Db Gubernatib, 2* edis,, 
di pag. vm-160 1 60 

■■lt»ì«gl«»r*ie^dlFOBMTiVoLIDiwmtó,p.Tin-964 1 50 
Voi. U, Srw, pag. 188 1 50 

HltoUfla r*HMi«, di A. FOBEBTI. (In laroni). 

Halinl (Induatria dei), di G. Scbek-Millot. (In laroro). 

■■•■lenti re>lBt«atl e peal il (r««I SdUllielie 
eaapoate. Froatnario ad uso degli ingeneri, arclii- 
tetti e coatruttxffi. con 10 fig^ire ed una tabelU per 
la cModatura. di £. Schbnck, di pag. xl-188. ... 8 50 

— (Vedi Peso dei metalli — Besistema dei materiali}. 
Heaete. (Vedi Archeologia — Numismatica — Paleo- 

graHa — Tecnologia e Tertninologia monetaria). 
H*rfblorl«) (Vedi Embriologia). 
Morr*li»rla sr«ea, del prot V. Bettbi, di pag. XX-3T6 



Harale. (Vóu Etica — Filosofia moreUe). 
Hasloa. (Vedi Armonia — Cantante — Pianitta — 

Storia deUa miMtca — StrWHintatione — Strtmtettti 

ad arco ooc). 
Mata* aaeearaa. (Vedi Società di) 
nalarallaU *larf'>*>*''"j di A. Ibbil e R. Gebtbo 

(Zoolo^), di pag. viii-144, eoa 38 indaioni .... 2 

— (Vedi Imbalsamatore — Zoologia). 

IfaMUea. (Vedi Atlrexzatura — Filonauta — In- 
gegnere navaie — Macchinista navale — Marino). 

MoMra (Manuale del). agginnteTi le Taase di registro,^ dì 
boUo ed ipotecarie, le norme ed i modali pel Debito 
pubblico, del Notaio Avr. A. Garetti, 2* edlz., rifnsa 
e noterolmente ampliato, di pag. zii-340 S 

— (Vedi Qwritphidenxa — tìriamentii. 
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NaaliMallea, del Dott. 8. Aubroboli, di pag:. zn-3t6, 
con 100 fotoincisioni nei testo e 4 tavole 1 50 

— (Vedi Araldica — Archeologia — Pafeofffo/ìa). 
OHI v«g'e(>ll, >nlai«ll • mIumtaII, loroappUc&zieni, 

di G. GoBnn, di pag. vai-2Li, con 7 iucia., 2* edis., 
completamente lìfotta d&l Dott. Q. Fabbis . . . .2 — 

— (Vedi Induttria ttearica — Olivo ed olio — Saponiì. 
Oliva ed alla, Coltivoiione dell' olino, estrazione, pu- 

rifieaiione e eontervmione ddPolio, del Froi A. Aloi, 

3" ediz., di paK- xn-330, con 41 incisioni 3 — 

Oaicro, di W. Qudbtone, traduz. di R. Paluiebo e 
0. FioBiLLi, di pur. xn-W 1 SO 

Operala (MaDuale dell'). Raceolt& di co^izlonl utili 
ed indispensabili a^li operai tornitori, fabbri, calderai, 
fonditori di metalli, bronnsti, t^^ustatori e mecca- 
nici, di G. Bklluohini. 3' edizione, di pag. XVI-211Ì. 2 — 

— (V. Falegname - Fonditore - Paga operat - Tomitore). 
Operailaal de^aBall. (Vedi Cmiee doganale — Tra- 
sporti). 

Opiflol. (Vedi Proprietario di Case), 
OrdlaaMMiU derll ***■*■ Uberi <l' Kaiwa, d^ 

Dott. F. RicioPpr, di pag', viii-310 (toI. doppio) . . 3 — 
OrdlaaHeDto 'ef II Stati liberi rnarl «l'Bara^, 

del Dott. F. Racioppi, di pag. vm-376 (toI. doppb). 3 — 
Orefleerla e clajellerla, oro, argento e platino, di 

E. BosELLI, di pag. 338, con 125 indaioni. . ■ . ■ 4 — 

— (Vedi Metaili mretioii — Pietre prenott). 
Oriente aatloa Ih'), dì I. Gentilb. (V. Storia antica). 
Or aaveo («liane. (Vedi Colori — Deeoratiani — Di- 
segno — Pittura — Seoltvra). 

Orografia. (Vedi Alpi — Dinionorio Alpino — Pre- 
alpi Bergamasche). 

Oralog^erla oiaderaa, deli' Ing. Oabotta. con 187 
illuatrazioni, di pae. viii-3(a, eoa 278 incisioni . , . 5 — 

OrlleoUara, del Prof. D. Tamaro, con 60 indsionl. 4 — 

— (Vedi Agncolttira). 

Oatrlealtara e Mlllllealtara, del Dott D. OaBAZZI, 

con 13 fototipie, di pag. viii-202 2 50 

Oitlea, diE.(5BLCicH,£p. X¥i-576,con216inc. eltair. « — 
Ovlealtura. (Vedi Alimentazione — Bestiame). 
Paga g'Ioraaller* (Prontuario della), da elaqaaNta 

oMl«alwl « lire ola^tie, di C. Nbsbin, di pag. 233. 2 50 
PaleaeUMlagrla, di L BBBAZZom, p. Xi-252, con 10 ine. 1 60 
Palearrafla, di £. M. Thokfboh, trsduz. dall'inglese, 
con ^giunto e note di O. Fumagalli, di mg. Tin-166, 
con 21 incisiani net testo e 2 tavole In fototipia . . 2 — 
PaaeilaaieBto. (Vedi FilonatitaX 

PaBlDeailone rulaaale, di FOMPIUo, di pag. iv-126. 2 — 
ParafnlMlnl. (Vedi EkUricità — Fulmini). 
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Ginnastica femminik e mastAile — Igiene goola*tieaì. 
Pelli. (Vedi Concia delk velli). 
Pf^BslvBl. (Vedi Società di Mutua iocrorao). 
Pea» d«t Metalli, rerrf <|«dr«tl, rcUaB^vlarl. 



Jllndrlel, « unadra, a U, a Y, a Z, a T e 
a 4*B»I* T, e delle laailere e (obi «I tatti I 
metalli, dì Q. BELLnoMnn, di pag. zzlT-218 ... 3 50 

— (V. Fonditore ~ Ingegnere civile — Ing^nere navale 
-- Momenti resistenti — Operaio ~~ &gi»tenzaì. 

PlaalBta (Manuale del), dì L. MABTBlaLI, di p. xvi-112. 2 — 
Piaste e Sari sulle fióestre, sulleterrarae e noi cor- 
tili. Coltura e descrizioiie delle prindpalì spede e va- 
rietà, dì A. Fbcci, di mg. vm-l98 con 119 incisioni. 2 50 

— (Vedi Botani^ìa — Floricoltura — Frutticoltura). 
Piante tadaalrlall, coltivazione, raccolto e prepara- 

«ione. di a, GloRiNi, nuova edizione, di psf. ii-lU. 2 — 
Piante lesaill. (Vedi CMivanione ed industrie delle 

— Gelsicoltura). 
Pleeale Indaalrte, del ProL A. Ebrbra, di p. ZVI-1S6. 2 — 
Pietre preslase, classificazione, valore, arte del eio- 

jelliere, dì &. GloKrai, 2' ed., di pa^. 138, con 13 ine. 2 — 

— (Vedi Melaili preziosi — Orefi^na — Qìojdlerìa). 
Plrateenlea aiadema, di F. Ut Maio, con 111 ind- 

aioni, di pag. vin-15a 2 50 

PUclealtara, del Dott E. Bettobi, p. Tm-318, 85 ine 3 — 

— (Vedi Oitricoltura e Mitilicoltura). 

Pittnra. Pittura italiana antica e moderna, del Prof. A. 
Melasi, 2 voi,, di pag. a-164 e xxvi-202, illustrati 
con 1(6 ta»., di coi una cromolit. e 11 figure nel testo, fl — 

— (Vedi Anatomia pittorica — Colori (scienza dei) — 
Colori e vernici — Decorazione — Lvee e colori). 

Peesla. [Vedi Arte del Dire — Dantologia — Lette- 
ratura — Omero — Bettorica — Sitmica — Shak- 
speare — Stiiistica), 

Pallleattara, del March. G. Tkevisam, con 70 illu- 
strazioni, di pag-, iyi-170 2 50 

— (Vedi Animali da cortile — Colombi). 
Pavalarla artllelale, secondo il sistema Glamier- 

Valletti, del Prof. M. Del Lupo. p. ti-132, con tì ine 2 — 

— (Vedi Frutticoltura — Orticoltura). 

Prata ITI), del Prof. &. Cahtoni, dì pap . 146, con IS ine. 2 — 
Prcalpl herg'aaiaselie «j^uìda-itinererìo alle), com- 
presi i pa!ffiì alla Valtellina, con prefazione dì Stop- 
PAKi. 2* ediz., dì pa^. zx-124, con carta topografica e 
panorama delle Aljii Orobiche 3 — 

— (Vedi Alpi — DiiioTtario alpino — Geografia). 
Pragladld. (Vedi Errori e pregiudizi — Mitologia). 
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PraMaario it |re*^al« e statladea, di Q, Qa- 

BOLI.O, PW. 02 1 — 

— {Vedi Atlante Universale — Atlante d'Italia — 
Diticnario geografico — Geografia). 

Pr*ntBKrU per le p*ffhe. (Vedi Poj/Ae). 
Proprietario di caae e di aptBol (Manuale del), 

Imposta sui f&bbrìtaci dell'Avir. Qioruani, pag. xz-SU. 1 50 
PreilsMls^U, di L. Maqoi, 2* ediz., di pag. xvi-278, 

con 93 imasioiii noi teeto {voluiue doppio) 3 — 

— (Vedi Animaii parasgitt — Balterìdogia — 3ii- 
croaeopio). 

Pretotlpi (I) intemazionaU del metro e del kilogrammb 
ed il codice metrica iiiterDazionala4i A.Taccbinl(Iii lav.) 
Praverhl In ^naltr* Itaf >e. (V. Dottrina popolare). 
Paleol«gU, del Prof. C. Cantoni, di pag. iv-l58 . . 1 50 
PsteaUcla HBloleylea, di Q. Mantovani. (In lav.). 
RMoarlllore di rraBcahalll. (V, Dùion. fÙatelicoì. 
RulonerU, del Pro£ V. Gitti 2" ediz„ di pùg.si-132. 1 50 

— (V. Computisteria ~ Cmitabuità — Loeisvwgratìa). 
Ratrlaserfa ladastrlale, del Prof. Bag. Obgstb Bgb- 

6AUABCH1. (In lavoro). 
ncclawl TerrATlari. (Vedi Trasportit. 
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. . Ji pac. iT-ia* . 1 60 

— (Vedi Ziett/riitìtra indtanàt. 

ResUlcnia del Hiatcrlall e ■tabllKà delle eostrM- 
zlonl, dell'Ing. Qallizia. p. xSBtì, ^91 ine e 2 tar. 5 50 

— (Vedi Peso dei metalli — Travi metaUici). 
Retterlea, ad uso delle Scuole, di E. CAPELLO, p. VI-122. 1 50 

— (Vedi 4rte dd dire — Bitmica - f— " ' 
RieaBÉo. (Vedi Macchine da euatre). 
Hlecheiia aeblle (Imposta sui redditi di), dell' Av- 

D R. Bruni, di pae, thj-218 1 50 

Brlor*Mrra~ ^" ■ " - -" " " 

Medi. (Vedi Ter,., . 

acaldaMenlB e Teatllaslone dofll aaablewU ahl- 

il ?rol. R. Fe&riio, 2 toL, dì ptg. z-332, M incis. é — 

. lane d'IafaMe. (Vedi Imposte dirette). 

Rlaonrlaienta Itallaaa (Storia del), del Proi. F. Bkb- 
TOLiNi, di pag. Yi-151 1 50 

— (Vedi Storia e cronologia — Storia italiana). 
RIalanralare del dipinti, delCont« G. Sbooo-Shabdo, 

2 voi., di pag. XTi-2tt9, XU-3B2 con 47 incisioni . . . 6 - 
RItaiea e atelrlea ramUnale llaltaaa, del Fto- 
feesore Roocx) Mdoabi, di paK. ZTi-216 1 60 

— (Tedi Arte del dire — Bettorioi — StilitUca). 
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i|lv«l*sl*Me (La) h-aMcae (17gB-lT90), del Pnii Dott 
Gian Paolo Solbrio, di pa^. iv-VH) 1 50 

S«nserlta (Avviamento allo studio del), di F. &. Fnm, 
2" ediz., rifatta, di pae, xn-251 (toI. doppio) .... 3 — 

Skpanerla, dell'Ing. E, Makazza. (In laroro). 

SoaoohI (Manuale pel giuoco dec'llK di A. Seobieri, 
di pag. xv-22-2, con 191 illnatrazioM 2 50 

Scheraia Italiana (Manuale di), su i prìncipiì ideati da 
Ferdinando Masielln, di J. G^glli, di pag. vm-l^ 
con 66 tavole 2 50 

Sclenxa delle BaaaEe, di T. Oabhetali, pa^. iv-140. 1 50 

Seleaie aalarall. (Vedi Anatomia comparata — Ani- 
mali parassiti — Antropologia — Arte mineraria 
-~ Batteriologia — Beattame — Bofymiea — Chimica 
— Coleotteri — Chimica agraria — Concimi — Cri- 
stailografia — FitùAooia — Flora italiana — Funahi 
e Tartufi — Qelgioottura — Otologia — Imbalsa- 
matore — Insetti — Lepidotteri — Microscopio — 
Mineralogia — Naturalista — Ostri/nltura — Piante 
e Fiori — Piscieoltttra — Pomologia — Protiato- 
logia — Selvicoltura ~ Zoologia). 

Seallara. Scoltura italiana antica e moderna, statuaria 
e ornamentale dell' Aichit. Prof. A. Melasi, di pa- 
gine ivnr-196, con 56 tav. e 28 %. int«roalate nel testo. 4 — 

Seallara la ÉHna. (Tedi Decoratione e industrie 
artistiche — Falegname). 

Sorlttare 4' Binari {Precetti ed esempi di), per uso 
delle Scuole tecniclie, popolari e commerciali, deJ Pro- 
fessor D. Maffioli, di pag. Tin-203 1 60 

Melvtealtara, di A. Sakttlli, pag. Tin-9a0 e 46 Inc. 2 — 

SerlesUnra. (Tedi Baehi da seta — Oelsicoltura - 
Industria della seta — Tintitra dtUa seta). 

Shakspeare, di Dowdbn, tr«d. di Balzani. (In lav.). l 50 

Sldernrgla (Manuale di), dell'Infr. V. Zoppbtti, pub- 
blicato e completato per cura dell' Ing. E. GJabuffa, 
di pae;. IV-36& con ^ZOindBbni 5 50 

— (Vefi Metalli — Tempera). 

Slsiaaloarla, del Capitano L. (Jatta, di pae. Tin-ire, 
con 16 "ndsioni e 1 carta ? . . . . 1 50 

Sacesral d' arffeaBa, del Dott. C. Galliano, dì pa- 
gine XLi-'2»e, con 6 taTole litografate, 3' edizione . . 3 — 

Società di Hata* ■•ccarso (IVfanuale Tecnico per le). 
Norme per Vaasìcuiazìene delle pensioni e dei sussidi pei 
malattia e per morte, del Dott.&, (Jardenohi,?. vi-15'2 1 50 

Speltr(»ae*pla (Lo) « le >«c applleailaal. di R A. 
PBocToit, traduz. con note ed ag^unte di F. Fobbo, 
di pag:. vi-178, con 71 incisioni o una carta di spettri. 1 50 

Spirilo M Tino. (Vedi 4/wo/ — Cognac). 
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Hfmrt. (Vedi Alpi — Cacciatore — deista — Ditio- 
wirio Alpino — Ginnastica — Seacchi — Sdierma^. 

Slatlea (Prìncipt di) e l*r* >pplieail*ae «Ila Icarìs 
e easlrnilane defffl atraaieBd luetrlel. per ITng. 
E. Bagnoli, di mg. Tm-252 con 1^ incMioni ... 3 60 

SlallaitfM, di F. VlMiLii, di pag. vm-176 .... 1 50 

Stearlnerlk. (Vedi Indìtstria ivearica). 

Slei-Bl. (Vedi Araldica). 

Ste>agT«É>, di Q. Qiobsetti e M. Tbssarou (se- 
condo il sistema Sabelsberger-Noe), di pag. SCIO. . . 2 — 

9illl>ttci«, del Prot F. Capello, di p» xn-lM. . . 1 60 

— (Vedi Arte del dire ~ Setlorica — Bitmica. 
Si*rl« BDtltMt IBlementi di). VoL L L'Oriente Antico, 

prospetto storico, di L <jBNTa,& di pie. zn-232 . . 1 50 

Voi. H La Grecia, di G. Toniazzo, di ptw. ti-216. 1 50 
StorlB e «-•■•lo^la HiedlaeTale e momtn, in 

ce tav. sinottiche, di V. Cabaohandi, di pag. Ti-26a 1 50 
SMrla dell'arte willUre aallea « HMl«ma, di V. 

RosEETTo, con IT tarole ìllustratiTe, di pat;. vm-fiOl. 5 60 
Starla della Kianaatloa. (V. Qinnai^Ua ■ Scherma). 
SlarU lUIInna (Manuale diì, di C. CantÙ, di p. IV-16a 1 50 

— (Vedi Risorgimento — Stòria e cronologia). 
Starla della vaaloa, del Dott A. Ukterstbiheb, di 

pag. 300 (voi. doppio) 3 — 

Storia iiatarale. (Vedi Sciente naturali). 
Strategia. (Vedi Storili dell'arte Militare). 
S tran en tal Ione (Manuftle dì), di E. Fbout, trad. ital, 

con note dì V. Ricci, con 95 esemjii, di pag. z-222. 2 50 

— (Vedi Armonia — Cantante — Pianista). 
Slraai'ntl ad area (Gli) e la maalea da eaxera, 

de! Duca di Caffabelli F., di pafr, z-235 .... 2 50 
Stranienti weirl^. (Vedi Statica). 
Saaaa (Vedi Luce e swono). 
Snflsldi. (Vedi Società Mutuo soccorso). 
Tabacca, del Prof. G. Cantoni, dì p. it-176, con 6 ino. 2 — 
TackeoaietPla. (Vedi Ceieritnenèwaì. 
Taglia e confealoBe di hlancherla. (V. Disegno). 
Tariffo ferroviaria. (V. Codice doganale ■ Traaportii. 
Tartan « Tnaghl. (Vedi Funghi). 
Taaae di registro, bollo, ece. (Vedi Notaro). 
Taasldermlsla. (Vedi Imòaisamatore — Naturaiiìta 

viaggiatore). 
TaTole logaritmi ohe. (Vedi Logaritmi). 
Tavale laekeoaietrlche. (Vedi Cderimenavraì. 
Teenlea di «natonila Hi«roaoapiea, del Pro£ D. 

Carazzi. di pas'- xi-iil con 5 incisioni 1 50 

Tecaologla e teratlnolagla niOBelairla, di Q. Sao- 

CBETTI, di pag. «7-192 2 — 
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T«l(!f*n*. di D. V. Piccoli, di pag. iv-120, con 38 ine 2 — 
T«)l«rraa>, di R. FeBBiNi, di pag. Ti-318, con 95 ine. 2 — 
TclcKra>a> Harltllata. (Vedi AUrezzatura). 
Teleaietrla, Uilanr« delle dUbuise In fnerra, 

di G. Beetbiìi, di pag^. hii-14ó, con 12 àncotipie . 2 — 

— (Vedi Cartografìa — CeZerintejwura — Co»ip«wa- 
nioni errori — Disegno topografico). 

Temper» e ceuentazlsne, dell'Ing. FaDDA, di pa- 
frine viri-l(B, con 20 incisioni 2 — 

Ter^enllek (Manu&Ie di) rimpiego ipodennico e la 
dosatura dei rimedi del Dott. Q. Malacrida. {In tav.) 

TeriHwllMNileB, di C. Cattaneo, p. Z'196. eoo 4 % 1 50 

TerrcMail. (Vedi Sismologia — Vùkanistno). 

Teullara. (Vedi Filatura). 

T«ai>BieBtl (Manuale dei), per cura del Dott. L. 3k- 
BiSA. di pag. vi-238 2 50 

TljgTè-llallMM (Manuale), con due dizionarietti ita- 
liano-tigrè e tigre-italiano ed una cartina dimoetiativa 
dogli idianti parlati in Eritrea, del Uap. Manfredo 
Campbbio, di pae. 180 250 

— (V. Araio volgare — Orammatica Galla — Lingw 
dell'Africa). 

Tintore (Mannaie del), di R, Lepettt, 3" odiz., di pa- 
rino X-279, con 14 incieioni (voi. doppio) 4 — 

TlnlarK delt> aeta, studio chimico tocnico, di T. Pa- 
scal, di pag. X.VI-&2 5 — 

TIpvsTaBk. I. — Quida per chi Btamp« e & Btampara 
— (Jomposiwri e Correttori, Revisori, Àntoii ed Edi- 
tori, di S. Landi di pag. 280 2 50 

T«B«g'riiHa. (Vedi Cartografia — Celerimenawa — 
CÒmpensaiione errori — Disegno topografico — Re- 
golo calcolatore — IWernefria). 

TwporraBa di RaiM antlcM, di L. Bobbari, con 
ilIuBtraziont. (In lavoro). 

Torallore MeoeuilA* (Guida pratica del), ovrero 
sbtema unico pw calcoli in onerale sulla oostruQone 
di riti e ruote dentate, arricchita di oltre 100 pro- 
blemi risolti, di S. Dinaro, di pag. 164 2 — 

— (Vedi Meccanica — Meccanismi — Operaio^ 
TraiiBorll. tarllTe, reelaal ferravUrl ed epe- 

rasleai dsir»*"- Manuale pratico ad uso dei com- 
mercianti e privati, colle norme per l'interpretazione 
delle tariffe e diaposiaioni vigenti, per A. G. Bianchi, 
con una carta delle reti ferroviane italiane, di pa- 
gine xvi-152 2 — 

Travi «etalllol oaipoail (Momenti resistenti, pesi 
dei), di B. ScHENCK, pagine xl-188, 10 figure e tabella 
per chiodatura 3 50 

~ (Vedi Fesa dei metalli — Resiatema dei maUriaiì). 
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Trlnnyalkilval (aiiofratehe e (rlunlazlaal ««• 

tastali, dellTag-. 0. JACOANesLi. (In lavora). 
Trl|;oB»Bie(rla> (Vedi Geometria meMea). 
Volta u*«lHte. DefinizÌDne, Dìmeusioiii, RappreeeotH- 

zione, Frnblemi, dell'Iae. d- Bestolini, di p. x-12i-ii. 2 50 
Uva paaaa (Indastiia dell'} • dell* e»al«axÌ«*e d«lla 

fHMta e ddirll •'**twU Frot L. Papìrblll (In iav). 
Valli ■■•■■barde, di Scolaro. (Vedi Bition. alpino). 
Valori pabbliel (Manuale per l'apprezzamento dei) e 

per le openzioni di Boraa, Doti F. Piccikelli, di 

pag. XIV-2Ì0 2 50 

V«l«clpedlBBi*, di A. Galante. (Vedi Cidiita). 

VentlUaUne. (Vedi Rigcoldatnento). 

Verbi irrecl aooBiall (I), di P. BPiQsoTn, secondo le 

Grammatiche dì Curtius e Inaha, di pog. xxit-107. 1 60 
Vornlol, lacche, nasllel, tanhloalrt da ataniu, 

ceralacche eprodatll afBnl (Fabbricazione delle), 

deiring. Uao Foohabi, di pag. rm-2S3 2 — 

— (Vedi Colori e Vernici]. 

Veterinaria. (Vedi Bestiame — Cavallo — Igiene 

veterinaria — ZcKmosiì. 
Vlai^l. (Vedi Ciclista — Cristoforo Colombo — Na- 

tnraliita viag^torej. 
Vlsaoce (Fabbncazione delle). (Vedi Coqtuk). 
Via* (B), di Grazzi-Soncini, di pw- xti-B2 .... 3 — 
VIUeallara. Precetti ad uso dei Vitìcoltori italiani, 

de) Prof. O. Ottavi, rived. ed ampliata da A. Stbucobi, 

3" edis., di c»^. vm-lM e 22 incisioni 2 — 

— (Vedi Ànalist del vino — Cantiniere — Enolofiia 
— Enologia domeatiea ~ Malattie dei vini — Uva 
pasm — Vinai. 

Vocabolari* (Nuoro) della llar" Itallaaa, di 
A. St&aocau e L. &8irni.B. Volume di circa 1400 pa- 
gine. (In lavoro). 

Volaf fik (Dizionario italiano-rola])iìk), preceduto dalle 
Nozioni compendiose dì g-rammatica della lìngua, del 
Prof. C. Mattei, secondo i prìncipi) dell'inTentore M. 
ScHLEVER, ed a nonna del Dizionario Volapiik ad um 
dei fi-anceai, del Prof; A. £ebckhoffb, di paé. xsx-lM 2 50 

— (Dizionario Tolaptlk-itatiano), del Frof, V. Matiki, 

dì pag. xz-201 2 60 

~ Kuinuale dì eonrersazìone e raccolta di Tocaboli e 

dìal(«lii italiani-volapiik, per cura di iS. Rosa Tom- 

HAEi e A. Zambblli, di pog. 15^ 2 50 

Volumelrla. (Vedi Analisi volumetrica). 
ValeaalaB* del CapiCano L. Gatta, dì pai', yin-263, 

con 28 incisioni ™ . . . . 1 60 

— (Vedi Climatologia — Igroscopi — Meteorologia — 
Siamoiogia). 
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Zfaio*ilpl^ (Vedi Arti grafiche). 



n. Vertebrati. Parte I, Gteneralità, Ittìopeidi (Pesci 

ed Anfibi!, di pag, xn-156, con 33 indsioni. . 1 50 
HL Vertebrati. Pftrt«lI,Stturopsidi,Teriop8Ìdi (Ret- 
tili, UceelU e Mammìferi), p. xvi-200 con ^ ine 1 50 

— (y^Aì Animali parassiti — Batteriologia — Coleot- 
teri italiani — Imbaisamatore — Insetti ~ Lepi- 
dotteri — Naturalista viaggiatore — Protistoiogutì. 

Zooooai, del Dott. B. Galu Valerio, di ptt?. xv-227 1 50 

— (Vedi Igiene veterinaria), 
ZoaleeBia, del ProL Taupeldu. (In lavoro). 
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